Commande avancée

6 CM, 6 TD, 4TP, 1 exam

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poles

Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST

Partie 2 : Commande Optimale

Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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Introduction aux systémes asservis

Systémes de régulation

Schematic pf pacemaker systermn.

Clim automatique

Régulateur niveau
. piscine
Consigne constante
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Types de systemes asservis:

Systémes suiveurs

Missile a téte chercheuse

Suiveur solaire

Consigne variable
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But du controle-commande

Capteur

Actionneur

Le controle-commande est un systeme qui gere et surveille les opérations d’un
processus ou d’'une machine. Il permet de commander et de réguler les différentes
actions et parametres pour assurer un fonctionnement optimal.
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Quelques applications
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Quelques applications

Perturbations

Entrée e(t)

—

Systéeme

asservi

Sortie s(t)

—_—

La sortie doit correspondre au
plus pres a ’entrée
(boucle retour avec capteur)

( stabilité
précision
rapidité

_ amortissement ...

= <
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Rappel : Stabilité, marge de gain et phase

Marge de phase : Soit w g la pulsation du point de gain nul.
Le systeme est stable en boucle fermée si, pour cette pulsation, la phase
correspondante est strictement supérieure a -180°.

—, 4 GdB[dB]

Le point critique
~ (-180°04dB)

Systéme
Correcteur commandé

]
Y

Pour que ce systeme soit stable, il est nécessaire
gue sa FTBO indique un systeme suffisamment
amorti au voisinage du point critique.

Marge de gain : Soit w_,4,. la pulsation du point de phase égale a -180°.
Le systeme est stable en boucle fermée si, pour cette pulsation, le gain
correspondant est strictement négatif.
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Allure recherchée lors de I'’étude du correcteur K

- d'¢loigner le lieu de Black du point -1 (0 dB, -180°) de fagcon a augmenter la stabilité,
c'est a dire augmentation de la marge de gain et de la marge de phase.
Souvent on choisit: Mg = 10 dB et M@ > 45°

: ‘G (dB)
! Gain élevéet
i retard de phase;
0dB | > o°
i Py Eloignement du
! & A point -1 et avance
:l & de phase
e l
-180° 0°

Wu
REGULATEUR

‘)%5_)[(

PROCESSUS

Retard de phase
1+T p
K(p)=

g——t=—, p>I]
l+81 .p

Avance de phase

1¥a.z..p 251

- d'augmenter le gain du systéme en boucle ouverte] pour augmenter la préecision.
L'annulation de l'erreur statique peut étre obtenue si le systeme en boucle ouverte admet

une mtégration (1/p).

- D'augmenter la bande passante, ce qui diminue le temps de réponse,

- Provoquer une avance de phase en moyenne et haute fréquences et un retard de phase en
basse fréquence pour une meilleure stabilité.

Auteur : Damien Koenig
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Exemple

Permurbation W
Perturhation [ sur la sortie ¥ |

sur la commande

Lonsigne N ; -
CORRECTEUR " PROCESSUS - v
v L. _ L

e RS - p"' +il-p+ = - p:—ﬂ.l-p.—i - +
I_. " IJ.i-p: +
z , Br r la
- . | W m:lﬂu:u
Montrer que Yip) _ | T~
Wip) [i.,_“r.p2 +p+1 o li
B{p).R(p) 1 - iy
Transfert de boucle  K(p)P(p) = 22X P) 5 ]
A(p)S(p) 0,5.p" +p -150 5 | AL
ig:s W ' 13\1lisatiou l'ISd'SeC)lO:
. e, E}. _ A{P}'S{P} :OGaiudB
Sensibilite Wy A(p)S(p)+ B(p)R(p) : |
,_,/’/
Ey 2 I[]uS.pl2 +p " sl
W}' {LS.FE +=p+ 1 o e o ‘2Lsmou(m-sec= v

Réponse fréquentielle
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Exemple

Gain dB
20
& 0,5.p% + 0
. oo, 7 il:": = L) 'p P g
Sensibilite N T2 Pry
y 0.5p~ +p+l . |1
il
-40
10-2 10-1 100 101 102

pulsation (rad/sec)

Réponse fréquentielle

Réponse temporelle a une perturbation échelon en sortie a t=15s

; s ; s ; . _temps
Op 5 10 15 20 25 30 35 40

Réponse indicielle avec une perturbation sur la sortie
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Observateur o
5
Perturbation Réf&rence % augmenté
=
(1) Commande Syste sortie g 1 Filtre —g
Y/ ) LS \1/ Suivi référence et
rejet perturbation e

Matrice retour d’état: K,
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Representation Interne

* Modele d’¢état de la forme

x = Ax+ Bu

y=Cx+Du

— Ou x est le vecteur d’état compose des variables
dynamiques, u la commande et y les mesures

U : vecteur des entrées

de dimension nu

>

Auteur : Damien Koenig

X

vecteur d’état de
dimension n

y : vecteur de sortie
de dimension m

>
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Modélisation par équations différentielles

Systemes du premier ordre

constante de temps du systeme (s)

\Tds—(t)—l—s(t):Ke(t)

dt [

Gain du systeme [s]/[e]

Déduire, les matrices A, B, C et D ainsi que les variables x, u et y :

X =Ax+ Bu
y=Cx+Du
Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com
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Exemple 1 : Moteur ¢lectrique

Systemes du premier ordre

L ‘
e(t) Rl |u(t)
iﬂ) Cilr:g:tjit _u)(t) L
(=0 L0 4 ki) u(1)=Ri1)

= [T
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Exemple 1 : Moteur ¢lectrique

Systemes du premier ordre

ds(t)
dt

+s(t)=Ke(t)

Identification avec T

_L _
'=>T—R K=1

Auteur : Damien Koenig Exemple, L+ sincuin Bl (mateus électrique) 18/100



Exemple 2 : Suspension

Systemes du deuxiéme ordre Amortisseur

Ressort
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Exemple 2 : Suspension

Systemes du deuxiéme ordre

AN~

NN

—>» | Suspension —>

position

initiale

Auteur : Damien Koenig Téléeg&gmpéﬁpz/;kosyggﬁﬁmjﬁ.gm).com 20/100



Exemple 2 : Suspension

Systemes du deuxiéme ordre

Le Principe Fondamental de Ila
Dynamique appliqué a la masse donne
I'équation différentielle :

d’s(t ds(t
g )-I-ZZOUO—( )+wf,s(t)=Kw§e(t)
dt 4
1 b v' z = coefficient d’amortissement (rad/s)
— v' wo = pulsation propre (rad/s)
v' K = gain du systéme [s]/[e]
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Déduire la représentation d’état

Systemes du deuxiéme ordre

2
d x(t)_l_ b dx(l‘)_|_ k
dt’ M dt M

x(t)=$F(t)

(d Déduire, les matrices A, B, C et D ainsi
que les variables x, u ety :

x=Ax+ Bu

y=Cx+Du

Exemple 2 : Suspension
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Exemple 3 : Oscillateur 2éme ordre

1 Oscillateur harmonique

= Le systeme est formé d’une masse M soumise a un ressort de raideur k.
k ~
: SN
1 M N
: M ~
! ~
| . SN
: ~
| X 5
o _ . .. d'x
= Principe fondamental de la dynamique: MXx = —kx, ou X = p >
[

= Représentation d’état par variable de phase :

, - X\ 0 1Y x
Représentation interne » 7 e ol s
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Exemple 4 : Pendule simple

u Pendule AT

Le systeme est formé d ‘'une masse M suspendue a un
fil rigide de longueur | fixé en 0, soumise a | ‘action du
champ de gravité g.

d’o
dt’

=7/ MI*

= Représentation d’état linéaire par variable de phase autour

Représentation interne
du systeme linéaire

DL a l'ordre 1 :sinf= 0
autour de I'équilibre

de I'équilibre :
6 0 1Y) (0
» | = |+ T
o) \—g/l 0)\@g) \1/ M’
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Exemple 5 : Mobile

] Mobile

= u(t) est le signal de
commande

M50y + f(e)+ ky(t) = u()

’ Représentation interne : |
» y 0 1 y 0
= + u
y —k/M —f/M\y 1/ M

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 25/100



Exemple 6 : double filtre RC

1 La représentation d’état peut étre orientée de facon a
faire apparaitre explicitement des variables (d'état)
choisies par l'utilisateur.

J Exemple :
L 1¢f cas avec y,(t) et y,(t)
[ 2°m¢ cas avec y,(t) et i,(t).

- »
Ll >

A A A

Y, 1
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Exemple 6 : double filtre RC

 1° cas on le vecteur d’état x composé des états y,(t)
et y,(t) : { v,
E =

V1

1 Montrer que :

Auteur : Damien Koenig

__1
RoC)
1

RoCy

1 0]x

1

RoCy

1

1

R4C;

RoCy

|

1/R4C;

Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com

s



Exemple 6 : double filtre RC

L 2¢me cas, on considére le vecteur d’état :

 Montrer que :

O avec

"

0

1/R4R ,C;

o
X = AX + Bu
yzfji
0 1
Co
3 1 3 1 3 1 3 1
R{R,Cy R4Cy RoCy RHCy

} ¢ =M1 0]

d On peut noter que cette seconde représentation est semblable a la
premicre, a cecl pres que le nouvel état est une combinaison linéaire de

|'état x.

Auteur : Damien Koenig
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Changement de base

1 Matrice de passage : X = Px

. 1 0
" OU P=
~-1R, 1R,

J Montrer que : A-pap™

. Aide : dip(t) _ 1 (51=5)

dt R,

29/100
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Passage de |la représentation d’état a |la
représentation externe.

] Représentation d’état
{X(t) — Ax(t)+ Bu(?)

¥(t) = Cx(¢)+ Dulr)

 Laplace

{px(p) = Ax(p)+ Bu(p)
¥(p)=Cx(p)+ Du(p)

Wp)=(c(pr - 4)" B+Du(p)

La mémoire du systeme

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 30/100



Passage de la représentation externe a la
représentation d’'état.

 Représentation externe

Y(p)  by+bip+--+b,p"  Y(p) X(p)

U(p) p" +an_]pn_1+---+a0 X(p)U(p)

] Laplace inverse

X(p I d"x(1 d" ' x(t

( ): . — 2)+an_] n_g )+---+a0x(t)=u(t)
U(P) p +a,_jp T +-+ap dt dt

Y(p) m d i

V0 Ny S Ay _ X(t) | d" x(t)
X(p) 0 TOIP mP y(t)=byx(t)+b; dt +--+ b, o
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Obtention de la représentation d’état

- On pose les variables de phase :

d" Lyt

x(t)

dx(t)
dt

]

47

dtn_]

Xn

X;=X)

562 ZX3

X3 =Xy

X, =—QpX]—ajXy---—a,_ X, tu

[ On obtient la représentation d’état:

(.) i o 0 0 Les modes de A sont les
0 1I-- ; poles de la fonction de
Lt 0 )+ ) transfert.
0o 0 ---0 1 0
—@y —ay =l ]
e)=(bg by by -~ by, 0+ 0)x(z)
Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 32/100
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Commandabilité

Peut-on amener en un temps fini le systeme a
commander d’un état arbitraire x(t,) a un état
désiré x(t) avec une loi de commande
admissible?

— Concept de Commandabilité des systémes

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 34/100



J Réponse : s’assurer avant de calculer Ia
commande que le systeme est Dbien

controlable.

— ]’état est accessible a la mesure

Calcul de la 4 | Systeme b

commande

I :
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] Critere de Kalman

" Un systeme linéaire stationnaire est commandable
vis a vis des états si et seulement si la matrice de
commandabilité est de plein rang :

C.pn=[B AB --- A"'B]

rang[B AB --- A" Bl=n=dimf)

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 36/100



1 On considere le systéeme suivant :

I#
c.

)
X2

Ce systeme est — il completement commandable au sens de Kalman ?

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com
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[ Critéere de Kalman :

" La paire (A,B) est completement commandable
(CC) s'il est possible en agissant sur u d'amener en
un temps fini (t1-to) n'importe quel état x(to) vers
n'importe quel autre état x(t1)

Condition Nécessaire et Suffisante (CNS) : ra,ng(B AB A”"IB): 0 ker(BAB ... A"'B)' =0

T
St ker(B AB A'HB) = (54 X3 o %, )T #0 les états x; # 0 non nuls correspondent aux etats NC

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 38/100



[ Critéere de Kalman :

" La paire (A,B) est completement commandable
(CC) s'il est possible en agissant sur u d'amener en
un temps fini (t1-to) n'importe quel état x(to) vers
n'importe quel autre état x(t1)

Condition Nécessaire et Suffisante (CNS) : ra,ng(B AB A”"IB): 0 ker(BAB ... A"'B)' =0

T
St ker(B AB A'HB) = (54 X3 o %, )T #0 les états x; # 0 non nuls correspondent aux etats NC
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J On considere le systeme suivant. Montrer
que le noyau a gauche de la matrice de
commandabilité est nul, conclure.

NE ISR
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Exercice 2

Un systeme linéaire et continu est décrit par les matrices suivantes :

A:[‘f _85]; B=[§]; C=[1 -1 D=0

a) Montrer que le systéme est complétement controlable si et seulement si € # 0.

Calculer la fonction de transfert, G(s), entre U(s) et Y (s), et montrer qu’il y a une simplification pdle-
zéro si € = 0 (condition suffisante).
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(] Définition Un systéme est dit observable a I'instant t,, si
connaissant I’état du systeme x(t), il est
possible, a partir de 'observation de la sortie

y(t) sur un intervalle de temps fini (de t, a t),
de déterminer I'etat x(t,).

NOR

x(to) i
+

to 8]

» t

43/100
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(d Réponse : s’assurer avant de déterminer |'estimer de I'état
que les capteurs (mesures) sont bien placées sur le systeme
pour que le systeme soit observable ou au-moins détectable
et donc que l'observateur existe.

Calcul de la L ol Systeme L _»

commande

i L
Observateur i

44/100
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] Critere de Kalman

= Un systeme linéaire stationnaire est observable vis
a vis des états si et seulement si la matrice de
d’observabilité est de plein rang :

T

O =(cT (EA)F - (CA“_I )T)
(:1
CA

rang

rang(CT (ca) - (CA“)T) =n 01

n
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[ 2¢me partie du TP pendule inverse
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m [mplantation directe st :

— 1’etat est accessible a la mesure

Calcul de la

commande

5 Systéme

T

m Implantation indirecte st :

— le systeme est detectable

Commande
par retour
d’état estimé

AULleUr [ pdimien noenig

Calcul de 1a

commande

¥

=%

Commande
par retour
d’état x

Systeme

|

Observateur

4

<

leiecndrgermnent nNups://koenig-adrmien.jimao.com
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J Hypothese

= ¥ est accessible a la mesure

J Systeme
{X:Ax+Bu
y=Cx

" commande u=-Kx+hy,,
= K stabilise la BF
" h est un préfiltre qui assure une erreur statique O
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] Schéma bloc

Yref

u | ] Y
_>h—,—B P cpP
Ay

1 Boucle fermée

i = (A~ BK )x+ Bhy,.s
y=Cx
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[ Fonctions :

= Transfert de boucle (loop)
v Ioop=K(p]—A)_lB
= Sensibilité S

v S(p)= ]
(7) 1+K(pl-A)'B

= Sensibilité Complémentaire T

v T(p)=)%=€(p[—(A—BK))_1Bh

transfert directe
v T(p)="
1+ /loop
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L Exercice:

" On considere le systeme

() 2p)_ 2
(?) u(p) p+l
v donner sa représentation par variable de phase

v’ déterminer K tel gue la dynamique de la BF soit fixée en -2
v déterminer h tel que y — yref

v donner le schéma bloc complet

v déduire les transferts : loop, Set T

v’ tracer les modules

v’ conclure.
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Pour effectuer le placement de poles en MATLAB, vous pouvez utiliser la fonction ‘place’. Voici un exemple de code
pour un systeme de deuxieme ordre ou I'on calcule la matrice de gain 'K* pour placer les poles aux emplacements
souhaités [-1 et -2] et 'on compare les réponses indicielle du systéme en boucle ouverte et en boucle fermée.

% Définir les matrices de |'espace d'état
A=[-1,-2;1,0];B=[2;0];C=[0,1]; D=0;

% Créer le systeme d'état
sys = ss(A, B, C, D);
% Définir les poles souhaités

p= ['11 '2]/
% Calculer la matrice de gain K pour le placement des poéles
K = place(A, B, p); Exemple 1

CODE MATLAB

% Veérifier les pbles en boucle fermée

Acl=A-B *K;
sys_cl = ss(Acl, B, C, D); Commande par
poles_cl = polelsys_cl); placement de poles

% Afficher les poles en boucle fermée
disp('Poles en boucle fermée :');
disp(poles_cl);

% Comparer la réponse indicielle du systeme en boucle ouverte et en boucle fermée
figure;

step(sys);

hold on;

step(sys_cl);

legend('Boucle ouverte', 'Boucle fermée');
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Voici un exemple de code MATLAB pour tracer les fonctions de sensibilité S, de sensibilité complémentaire T et du
transfert de boucle d'un systeme du deuxieme ordre bouclé par une commande par retour d'état :

% Définir les matrices du systeme
A=[01;-2-3];B=[0;1];C=[10]; D=0;

% Placer les poles souhaités pour le retour d'état
poles = [-1-2]; K= place(A, B, poles);

% Matrice de retour d'état

A_cl = A - B*K;

% Définir la fonction de transfert en boucle fermée
sys_cl=ss(A_cl, B, C, D);

% Fonction de transfert en boucle ouverte
sys_ol =ss(A, B, C, D);

% Fonction de sensibilité
S = inv(eye(size(A)) + sys_ol*sys_cl);

% Fonction de sensibilité complémentaire
T=sys cl *S;

Exemple 2
CODE MATLAB

Tracés des fonctions de
sensibilité |S|, de sensibilité
complémentaire |T| et du
transfert de boucle |Loop|

% Tracer les fonctions de sensibilité, sensibilité complémentaire et transfert de boucle

figure;

subplot(3,1,1); bode(S); title('Fonction de sensibilité’); grid on;

subplot(3,1,2); bode(T); title('Fonction de sensibilité complémentaire’); grid on;

subplot(3,1,3); bode(sys_cl); title('Transfert de boucle’); grid on;

% si que le tracé du module alors remplacer « bode ... » par « sigma(K, A, B, 0) »

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com
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J Systeme
X=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

" d est une perturbation constante
j ObJeCtlf lim y(t)—)yref Vd cte
[—>00
] Solution

= Appliquer la synthese de commande a partir du
systeme augmenté d’'un état intégrateur

)7(1(): i(y(y)_yref)dy

0
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J Systeme augmenté

X, =Agxq +Bau+ E,d+ Hyy,e X _ x y
. y_(;a(;) f(:H(f’) ( )(y)+( ) +( )d'l'( )yref

\ \

U M B O T R e e
= Deéduire Aa, Ba, Ea, Ha et Ca

" Donner les propriétés de commandabilité
" Commande avec effet intégral

u:_Kaxa:_[Kx K?]Xa__Kx KNXI( y”ef)jy
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d Schéma bloc compact

X y
—{c, P>
Ka
d Schéma bloc ld X
équivalent détaillé [ £ iror > | x,
re _ —9
u X Y N | R4
’— B C — L >
y| p
A
Ka
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[ Boucle fermée : {xa=(Aa—BaKa)xa+Ead+Haymf
y=C,x

L Fonctions
= Transfert de boucle (loop)

v’ loop =Ka(pI—Aa)_lBa

= Sensibilité perturbation
v S,a(p)= ygp) (Pl (4 - BK ) E,

= Sensibilité Complémentaire T

v I (p)_ y(p) =C, (pl_(Aa -B,K, ))_lHa
Wref J/ref( )
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0 Cas1: Perturbation d de type constante

filtre = 1

P

O Cas 2: Perturbation d de type rampe

filtre = 1

2
P

1

filtre=———=

p2+W

Auteur : Damien Koenig

2

d
E Xa
—
u
X
o c
A
K, N
—_—
j 2
—VpAlUp 2 —>
y )
~
L Cas 3: Perturbation d de type sinusoidale de pulsation w y
X
—
‘ Représentation d’état associé ‘ X,
—
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J Exercice:
= On considere le systeme {)’cz—x+u+d

y=Xx
=  Objectif
v lim y(t) > Vref Vd cte
[—>0
= Solution

v'Donner le systéme augmenté
v' Déterminer Ka tel que la dynamique de la BF soit fixée en -2

v Donner le schéma bloc complet

v’ Déduire les transferts : loop, Set T
v’ Tracer les modules

v’ Conclure.
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

___ 4 Partie 1: Commande par placement de péles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

) Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST
Partie 2 : Commande Optimale
Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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D Systé m e Calcul de la Ll Systeme B

commande

{x — Ax + Bu Commande X L :l
Observateur

par retour <
V= Cx d’état estimé

" Hypothese : x n‘est pas accessible a la mesure
= QObjectif : tlim )= Vyer
J Solution

" Commande : u=—K&+hy,,
= QObservateur: $=4i+Bu + L  (y-C%)

\ M 4 o /
Modele mathématique AN topm0 de correction
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J Systeme
Xx=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

" Hypothese : x n'est pas accessible a la mesure
= Objectif : tlim y(t)— Yref Vd cte
J Solution

= Commande Reg/obs : u=-k,%,

%
4
v’ Etat augmenté : %, =[ﬂ ?(t)=(I) (y(V)_yref)dV

v'Observateur : X=A%+Bu  + L (y-C#)
v o V
Modele mathematique AN o0 de correction
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d A) Synthése de I’'Observateur

X=AR+Bu + L  (y-C%)

\ M r b /
Modele mathématique 84N (400006 de correction

[ Objectif 1 : Construire I'observateur

lim %(¢) — x(z) Vxq,Xg,u ety
[—»00 d=0

= FEtude de la dynamique d’erreur d’estimation d ‘état
e(t)=(A4-LC)e(t) ,_, on elt)=x(r)- ()

= Le gain L est déterminé pour assurer la vitesse de convergence

souhaitée. y
v' Placement de péles pl—(A-LC)|= lrﬁx)(p_pi)
v’ pi pbles désirés de I'observateur i=1
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[ B) Synthese de la commande
. Objectle lim y(t)—)y,,ef(t) Vd = cte

f—>o0

= Solution : Trouver Ka tel que

dim(x)+dim(y)
V' pl—(4y - B,K,) = H1 (p-p;)
=

" On montre d’apres le systeme matriciel ci-
dessous que Ka et L peuvent étre déterminés

indépendamment : C]{ j@H j“( )ymf

Complétez le systeme ci-dessus et expliquer pourquoi cette indépendance est respectée.

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com 65/100



d Schéma bloc compact

Observateur A;

X X

d a

——
Yref
u y 9 I y
, B 2 gy & L >
P

y
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 Boucle fermée : (xj:[ j(xj{ jd+( jy,,ef

= Compléter le systeme -

[ Déduire les fonctions

= Sensibilité Sortie/Perturbation

Y Sulp)=27)

Y d(p)

= Sensibilité Complémentaire T

4 T ( )_ J’(P)

Wref B Yref (p )
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] Exercice: (
. N N _1 1 1 1
= On considere le systeme<5c=( JH( )u{ jd

0 - 0) 0
ky:(l O)x
=  Objectif
v lim y(t) > Vref Vd cte
[—00
= Solution

v Donner le systéme augmenté

v Déterminer Ka tel que la dynamique de la BF soit fixée en -1
— Pourguoi on ne peut pas fixer I'ensemble de la dynamique en -2

v Déterminer L tel que la dynamique de I’Obs soit fixée en -2
v Déduire les transferts: Set T

v’ Tracer les modules

v’ Conclure.
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

___ 4 Partie 1: Commande par placement de péles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST

Partie 2 : Commande Optimale

Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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. Schéma bloc RST

ld

Yref 7 u Y Schéma
—> < Process [T “ bloc
- compact
R Reg/Obs
S

(J Retrouvez a partir du RST les fonctions S et T du Reg/Obs
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J Systeme
Xx=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

= Objectif : lim ()= yy Vdcre
] Solution

= Commande Reg/Obs:
v'Etat augmenté avec effet intégral : u=-K,%,

= Commande RST:
T R

v’ Fonctions de transfert u = Vref ~ gV

Auteur : Damien Koenig Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com
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[ Solution : Poser la représentation associée

B L1
€3

d Complétez les éléments ci-dessus et déduire a partir de cette
représentation les polynomes R, Set T :
-1
- { J{)
yref:()

()
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poéles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST
___ 3 Partie 2 : Commande Optimale
-—) Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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INP

g ) ) ) Principe d’optimalité de Bellman

e Principe d’optimalité¢ de Bellman

Dans un processus d'optimisation dynamique, une suite de decisions est

optimale si1, quels que soient 1'état et I'instant considérés sur la trajectoire
qui lu1 est associée, les décisions ulterieures constituent une suite optimale
de decisions pour le sous-probléme dynamique ayant cet état et cet instant
comme conditions initiales.

« Application :
— Recherche du plus court chemin
— Recherche du gain optimal K qui minimise 1'énergie

minJ(u):;OS(XT(t)QX(t)+uT(t)Ru(t)):lt

u

74/100
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ole INP Critere ¢nergetique

" esisar )}l ,

Probléme LQ : On considere le systeme

x(t)= Ax(t)+ Bu(t)
y(t)=Cx(t)

L’objectif est de déterminer le gain optimal K tel que la commande u=Kx
minimise le critere

mindu) =3 T (0)Qx(0)+u" (DR

u

ol Q:QTZO R=R!>0

sont des matrices de pondérations fixées selon les objectifs souhaités ...
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INP

ESISﬂr' ) ) ' '

o - 1
Critére min J () = J (x(e0), o) = lim >
Contrainte

c(t)=0
X = Ax + Bu [
(1)
Solution

u, =—R'B" Px,

(xtTQ X, +ulTR ut)c/t

B

L

x(t)

1t dx/dt
-
4’%

d
|

0=0 +A" P+PA-PBR'B'P

Auteur : Damien Koenig
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y(t)

Schéma général de la commande LQ

LQ a horizon infini : cas continu

76/100



Pour implémenter une commande linéaire quadratique (LQ) en MATLAB, vous pouvez utiliser la fonction “Igr’. Voici un
exemple de code pour un systeme de deuxieme ordre ou I'on calcule la matrice de gain 'K’ avec une commande LQ a
pondération unitaire et I'on compare les réponses indicielle du systeme en boucle ouverte et en boucle fermée.

% Définir les matrices de |'espace d'état
A=[-1,-2;1,0];B=[2;0];C=0, 1]; D=0;

% Créer le systeme d'état
sys = ss(A, B, C, D);

% Définir les matrices de pondération pour les états (Q) et les entrées (R)
Q=[1,0;0,1;R=1;

% Calculer la matrice de gain K pour la commande LQ Exemple 3
[K, S, el =1Iqar(A, B, Q, R); CODE MATLAB

% Veérifier les pbles en boucle fermée

Acl = A - B * K; sys_cl = ss(Acl, B, C, D); poles_cl = pole(sys_cl); Commande LQ

% Afficher les pbles en boucle fermée
disp('Pbles en boucle fermée :’); disp(poles_cl);

% Comparer la réponse indicielle du systeme en boucle ouverte et en boucle fermée
figure;

step(sys);

hold on;

step(sys_cl);

legend('Boucle ouverte', 'Boucle fermée');
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\ \
Grenoble INP . .
esisar ) | } | Poursuite Optimale
On considere le systeme
%(t)= Ax(¢)+ Bu(t)

C aves )=l
o) = (-0

Ou I’objectif est de suivre une référence y, (t) constante

Systeme
yref u . ]
y
> h —’ B H-FcpP
A
L
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Gr |NP . . roSr
EsisAr ) ) | , Suivl : référence constante

« Il convient d’appliquer la commande optimale

u(t) = —Lx(t)+ hyyer ()

—  OuL estle gain optimal : L=R'B'P
— et P la solution positive de ’ARE ¢+ 4"pP+P4-PBR'B"P=0

—  Le parametre h est un pre filtre égal a I’inverse du gain statique
de la BF optimisée, soit :

h= —(C(A ~BLY" B)_l

79/100
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T esisar ';Pl ; LQ a horizon infini : cas discret
. _ 1 Ti-1
e (Critere min J(u) = J(X(oo), oo) = Thm 5 kZO X Qkxk + Uy Rkuk
u —>0

 Contrainte Xy =Axy +Bug

* Solution
1
~ Gain u :—(R +B'P BT B'P Ax

1
_ EAR P =Q +ATPA-ATPB[R +BTPBJ BTP A

80/100
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renob INP . . N . . . .
esisr ) | | Application LQ a horizon infin1 : cas discret
Exercice: Pour x,,,= 2x,+u, déterminer la commande u qui stabilise x et minimise
1 T,-1
min J(u)=J(x(c0), 00)= ]]fnj}oa kzz(; [xk X, +u, Ruk]
Résolution pour Tf — . P=Q+A"PA-ATPB(R+B"PB)” BTPA

L=(R+BTPB)” BTPA

Pr, =0 pour T§ — o R=0.1 | R=1 R=10 | R=100
Gain [=1.86 | L=1.62 | L=1.51 | L=1.5
Valeur propre de la BF (i.e., eig(A-BL)) | 0.13 0.38 0.48 0.5

Sol P de ARED P=1.37 | P=4.23 | P=31.3 | P=301

On constate que plus le poids sur la commande est important plus le systéme bouclé est lent (la
dynamique de BF s’écarte du centre du cercle unité). Cela est normal car on pénalise la commande,
en d’autre terme on restreint son évolution. L'énergie dépensée par la commande cotite trés cher.

81/100
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poéles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST

Partie 2 : Commande Optimale

)
-—) Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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‘C:‘.\

g ﬁpl Propriétés de robustesse de la commande LQ

Quand la solution, existe on aura toujours

Exemple 1 On considere le systéme continu _
¥ v marge de module > 1

{ T=azr+u marge de gain o
y=z marge de phase > 60°

oua € R et le critére J

J= 3/0 (;1'2 - Ruz) dt

—-—

1. Déterminer la commande u qui minimise le critére .J sous la contrainte du systeme (1.6).

2. Donner le transfert de boucle, pour a = —1 et R = % tracer le nyquist associé et la fonction
de sensibilité S,,.

Solution ARE : P?*-2aRP-R=0

: 1
BF : t=-({/a2+=]|z
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" estsar ')Pl ‘ ) Application: propriétes de robustesse

On obtient la commande optimale suivante

— + .., l
u = —-\1a U(! B

pour R — oo la boucle fermée présente un mode s = — |a|, donc si le systéme (1.6) est
instable R (a) > 0 on obtient une commande v = — (a + |a|) x = —2 |a| z et pour un mode
stable R (a) < 0 on obtient une commande nulle.

2. Donner le transfert de boucle, pour a = —1 et R = é tracer le nyquist associé et la fonetion
de sensibilité S,,.

Solution : 1 Sl o
L.(s) = L{sl-A)" B=
& ( ") ( S ) g + 1 100 l 2
L 1s+1 J_’W
i 10"

fonction de sensibilité S

84/100
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%

"S,-% ‘

GrenoblelNP . . «y .y
esisAr } | Application: propri¢tés de robustesse
| A
0 1/2 I J
>
Le nyquist du transfert de boucle L, (jw) donne 19
, | | Jw
Le (jw) = F | “1ru? 1+ u Nyquist du transfert de boucle
1 w J
R = 0. [=-— 0. —=_w
14+ w? g 14+ w? : R ’
1 1)’ 1\’
= R=——3¢ R+ JP-R=0& ('}1‘—7) L4 = (3)
(3 ) T

soit un cercle de centre ( 1/2, 0 ) et de rayon —5 On obtient dés lors les marges de robustesse
suivante (voir figure 1.8)

marge de module 1

marge de gain oc

marge de phase 90°
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poéles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé

Passage Régulateur-Observateur en RST
Partie 2 : Commande Optimale
Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle
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INP

Grenabe } i) Observateur LQ : principe de dualité

* On propose I’observateur suivant, dont 1’objectif est d’estimer
I’ état réel x
i =Ai+Bu+G (y—19y); y=Cz
* Analyse de converge de I’erreur d’estimation d’état : ¢(t) = (A - GC)e(t)
— Sachant que les valeurs propres de A-GC sont ¢galement les
valeurs propres de A'-CIG!
— Le probleme d’estimation est par dualité¢ ¢quivalent a un
probleme de commande du systeme fictif suivant :
() =ATz(t)+ CTh(t)

— Avec h*=-GT2
— Cette commande optimale assure la stabilité de AT-CTGT et donc par transposition
de I’erreur d’estimation d’état.

87/100
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INP

Grenoble )} 1, Approche selon le principe de dualité

e On s’ait finalement ramen¢ a un probleme de commande
optimale identique a la premiere partie du cours.

 En conclusion, il suffit d’appliquer le principe de dualite et
remplacer les matrices par les relations suivantes :

A= AT
B-CT
— Rappel de la structure de ’observateur L—GT
i=Ai+Bu+Gy—1): §=Ci _P—=M
—  Critere M=MT>0

I o ,
min.J (w) = 7 / (27Qz + h Rh) dt
U

MAT + AM - MCTR'CM +Q=0

—  Systeme fictif
G = MCTR™!
5(t)=AT2(t)+ CTh(t)

88/100
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Commande avancée

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poéles
Représentation interne

Commandabilité et Observabilité
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INP

ESISRI" )' '

e Principe

y(t)

y(t)

lT(f) u(t)
»| R2(s) p| Systeme : G(s)
l Xgr(1) T l Xi(1)
Lir Ly

Q"(s) |

l Xo(t)

L\(_)

— Modeler le transfert de boucle afin de satisfaire au mieux le
compromis Performance/Robustesse.

e Solution

— Appliquer le principe du théoreme de Parseval

lim

T—oo

Auteur : Damien Koenig

T - 00
. |
T T ~ _
/ (v Qy+u Ru)dt & > / (Haw)Q(J-u-')y(j-u-') + U‘[kjw)R(ju.‘)uuw}) dw

_T T

—00

Téléchargement https://koenig-damien.jimdo.com

Commande LQ a ponderations frequentielles

90/100



g=s ';'] ; Commande LQ a pondérations fréquentielles

e On montre que le probleme de synthése LQ a pondération
fréquentielle, peut se ramener a un probléme de synthese LQ
temporel a pond¢€ration unitaire.

« Explication:
* 4\ 1 [ * * ;
— Le critére /- (!/( jw) @0 YGw) F U@ iv) w) )’[
peut se réécrire sous la forme

x1/2 1/2 i x1/2 1/2

1 [/, s/
& o (”Uu')(“) ) D) Yw) T 4wy R ju) Ry G “')) (]”'
= —0C

En posant §= Q2 . et i = R/ ugu)
on obtient le crltere temporel a ponderation unitaire suivant :

oC
T - . -T -
ﬁ / (U(t)-’/(f) 3 u(];}u“)) dt
JO
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Grenoble mp \ , . , .
esisAr ) N Commande LQ a ponderations frequentielles

e (Conclusion

— La synthese se réduit a un probleme de commande LQ a
pondération unitaire - ..

L Y
/0 (-’/(t)-’/(f) + u(”um) dt

— sous la contrainte du systéme augmenté: ¢ (p) = -2 = R-G(p) Q)

@ ko Glp) |

=

<|
<
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* Le systeme augmente ¢ (p) =

Commande LQ a ponderations frequentielles

y(p)

u(p)

P‘“'(, )(_;)(1}/);2

peut etre décomposé selon la représentation d’état suivante :

~1/2 tp = Asxp + Bou y1/2 -J'Q = 4‘13-7'(2 + Bay
R — &, - (t) ) " - = Y
(p) u = Coxg + Dol (P y=( 3LQ T D3y
S r1 = Ayx1 + Bru
(_1 (1)) . = { L
y = Cyry

ou les pré et post filtres R-12 et Q12 prennent généralement la
forme suivante

Auteur : Damien Koenig
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g ';PI ; Commande LQ a pondérations fréquentielles

« Le pré filtre R-/2(s) permet une décroissance plus rapide hors de
la bande passante du systéme et donc une amélioration de la
Robustesse.

« Le post filtre QV?(s) permet un accroissement de la pente dans la
bande passante du systeme (augmentation du gain en basse
fréquence) et donc une amélioration des performances.

 Exemple :
— Poser R"2(s) =k/(p+1) et Q*(s) =(p+1)/p donne un transfert
(F2) =t intégrateur dont le parametre k permet d’ajuster la

\P)

bande passante et le compromis P/R.
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Grenoble INP

esiser ) ) ) Exemple : Etude de cas

« Transmission ¢lastique composée de 3 poulies

* On considere un systeme de transmission ¢€lastique compose de 3 poulies relices par
deux courroies métalliques comportant chacune deux ressorts. Le probleme de
commande considéré est celui de 1’asservissement en position de la troisieme poulie a
partir de la position de la premiere poulie.

 Pour la synthése du régulateur, un modele du systeme nominal a vide obtenu par
identification est donné¢ par le transfert suivant

—3.4345% + 244.35% — 1.021e%s + 1.753¢€°

G {a) = . — — —
(5) st 4+ 241153 4+ 126052 + 12965 + 1.647ed

* Ce systeme est suppos€ soumis a une référence y,, et @ une perturbation en sortie dy.
On propose de comparer les performances d’un régulateur LQG sans pondération
frequentielle et d’un régulateur LQG a pondération fréquentiel incluant un intégrateur
dans la boucle.
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esiser ) ) ) Exemple : Etude de cas

 Regulateur LOG sans pondération fréquentielle, donc a
pondérations fixes Q.= C'C et R. = 1 pour le régulateur optimal
LQ et avec O, = BB’ et R, = 1 pour I’observateur

 Sous matlab :

%Procédé

G=tf([-3.434 244.3 -1.021e4 1.753e5], [1 2.411 1260 1296 1.647e5|):
numG,denG|=tfdata(G,v’);

Yorepresensation d’état

A B,C,D|=tf2ss(numG,denG) ;

Yoregulateur 1 sans ponderation fréquentielle
KcR1,Sel,Ecl]=lqr(A,B,C’*C,1);

% Observateur 1 sans ponderation ponderation fréquentielle
KoR1,S01,Eol]=lqr(A’,C" B*B’.1);

KoR1=KoR1';
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Grenoble Tl | Régulateur LQ sans pondération frequentlelle

——————————————————————————————————————————————————————————

e Ilreste a déduire K(s) <o, ii% - +£ %0 = e

__________________________________________________________

Ou la fonction reg retourne directement K(s) |Ar,Br,Cr,Dr| = reg(A,B,C.D,KcR1,KoR1);
[numK,denK|=ss2tf(Ar,Br,Cr,Dr);
K =tf(numK,denK);

On en déduit directement le tracé des fonctions usuelles  Vosensibilité complementaire T=I-S
T1=feedback(series(K ,G),1);
Y sensibilité
Sl=feedback(l,series(K_.,G));
%controller*sensitivity
KS1=series(K ,S1);
%plant*sensitivity

GS1=series(G,S1);
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Grenable jﬁ | Régulateur LQ avec ponderation fréquentielle

* On se propose d’ajouter un effet intégrateur avec I’aide des pré
et post filtres R"12(s) et QV2(s) .

%Systeme augmenté

k=1; %permet de jouer sur la Bande Passante
GI=tf([k],[1 0]) ; %integrateur

Ga=series(G,GI) ; Ysystéme augmenté
numG,denG|=tfdata(G,v’);

A B,C,D]=tf2ss(numG,denG) ;
numGI,denGI|=tfdata(GI,v’) ;

% Representation d’état du sys augmenté Ga
AGLBGI,CGLDGI|=tf2ss(numGI,denGI) ;
Aa=|A zeros(size(A,1) size(AGIL,2)) :BGI*C AGI];
Ba=|B :zeros(size(AGIL,1),1)]:

Ca=[DGI*C CGI|:

Da=0;
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esisar ﬁpl | Régulateur LO avec pondération frequentielle

Il reste a determiner par synthese LQ ordinaire le gain du
controleur et de I’observateur sur le systeme augmenté

[KcR2,S¢2,Ec2|=lqr(Aa,Ba,Ca’*Ca,1) ; %regulateur

|KoR2,502,E02|=Iqr(Aa’,Ca’,Ba*Ba’,1) ; %Observateur
KoR2=KoR2’;

On en déduit le régulateur K(s)

|Ar2,Br2,Cr2,Dr2| = reg(Aa,Ba,Ca,Da,KcR2,KoR2);
[numK3,denK3|=ss2tf(Ar2,Br2,Cr2,Dr2) ;
K3=tf(numK3,denk3);

Que I’on augmente de I’effet intégrateur k/p

K3a=series(K3,GI) ; %Correcteur augmenté de I'integrateur
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Grenoble INP }

esisAr , ) ] ', Tracés des fonctions de sensibilités usuelles

e CalculdeSetT S3=feedback(1,series(K3a,G)) :
T3=feedback(series(K3a,G),1);
IMAG,PHASE| = bode(S3) ;
ModuleMargeS3=inv(max(MAG))

e Tracés figure(3)
subplot(2,2,1), sigma(S3,{WMIN,WMAX});
legend (’Sensitivity functions : S37);
subplot(2,2,2), sigma(T3,{ WMIN,WMAX}):
legend (’Complementary sensitivity functions : T3')
subplot(2,2,3), sigma(series(G,S3),{ WMIN,WMAX});
legend ("Plant*sensitivity : G*S3’):
subplot(2,2.4), sigma(series(K3a,33),{ WMIN,WMAX});
legend (’Controler*sensitivity :=K3a*S3’);
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esisar , } 1 ) Solutions obtenues

 Modules des transferts S, SK, SG et T avec le régulateur 1 (sans

pondérations)
Sensitivity functions: S1 Complementary sensitivity functions: T1
orrrgrerren—rorerorer
10 0]
“ g =
o — » = I
[3] @
% (0] W /\‘F— % |
> ! >
© L]
i l = —60 |
w n -80¢}
—-20 — 2 ; —-100 — = .
10~ 10° 10° 10 ° 10° 10°
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
Singular Values Singular Values
- 10 . 0
[e5) /\/\ m
. e =
(72} ot | 7]
= ‘ = -20f wr\
= =
§ 19 \ 5
EX Plant*sensitivity 3 —40
= -20 B . —
w w Controler*sensitivity
=30 — - N —60 — =
10 © 10° 10° 10 ° 10 10°
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
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esisAr , ) ]! , Solutions obtenues

 Modules des transferts S, SK, SG et T avec le régulateur 2 (avec
pondérations fréquentielles de type intégrateur)

Sensitivity functions: S3 ‘

=

Complementary sensitivity functions: T3

. 20 T . O——
o) m
= = \Jx
8 8
= 0 S e ——— = —-50 |
o o
> >
¥ %
> -20¢ > -100}
£ =
(73] (73]
-40 — - i =150 — - )
4 ( 2 2 ) 2
10" 10" 10° 10 10’ 10
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
- - M Controler*sensitivity :=K3a*S3
Plant*sensitivity : G*S3
. 40 . . 0 —
m m
= = —o0 |
g 20 ﬁ 2 \
= =
= ~ __/U. s -0 |
5 D \ 5
= = —60 1
2 2
» 20 (] -80 |
-40 — = ) -100 '— =
10 ° 10 10° 10 ° 10 10°
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
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Conclusion

Introduction aux systémes asservis

Rappel : Représentation externe et stabilité

Partie 1 : Commande par placement de poles
Représentation interne
Commandabilité et Observabilité
Commande par retour d’état x et par retour d’état estimé
Passage Régulateur-Observateur en RST

Partie 2 : Commande Optimale LQ (MG o, MM > 1, MP > 60°)
Commande LQ, robustesse et Observateur LQ

Commande LQ a pondération fréquentielle

Perspectives : Commande robuste, Commande Heo, Détection et localisation de défauts capteurs — actionneurs -composants
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