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Introduction aux systemes asservis

Systémes de régulation

Schematic of pacemaker system.

Clim automatique

il
Régulateur niveau
piscine
Consigne constante



Types de systemes asservis:

Systémes suiveurs

Missile a téte chercheuse

Suiveur solaire

Consigne variable



But de 'Automatique

Pilote automatique

Perturbations

Entrée e(t)

>

Systéme

asservi

Sortie s(t)

e

La sortie doit correspondre au
plus pres a ’entrée
(boucle retour avec capteur)

Commandé en continu

( stabilité
précision
rapidite
_amortissement ...

= <




Quelques applications

R

PP o

Automobile : ABS/ESP/ASR UAV : unmanned aerial vehicle

Conduite autonome....

installation d’épuration de gaz
de haut-fourneau

'e-.
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Criteres de performance

Distinction des régimes

Transitoire Permanent
\ \

RAN N
\

sortie (t)
(

temps




Critéres de performance

Régime permanent

Preécision : écart entre les valeurs souhaitée (consigne) et obtenue (sortie)

(t)=e(t)-

(1)

sortie (t)

consigne

eMmps




Criteres de performance

Régime transitoire

Rapidité : caractérisée par le temps mis pour arriver en régime
permanent

bande +/- 5%

sortie (t)

temps



Criteres de performance

Régime permanent

WL

Stabilite : stable si la sortie est bornée, pour une entrée bornée

LA

| 02 o4l | 0B

i M/W

06

. i
2_ s
A
.-"'-:-.
1- o~
- -.._.,.-"I
| o
Arplitude *
11 5
/ : f-.--.'--’-f
g Temps(s)
ob 0.1 0.3 04
1
Instable
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Criteres de performance

Régime permanent

Stabilité : stable si la sortie est bornée, pour une entrée bornée

A
[

RANY N

sortie (t)

temps

Stable



Criteres de performance

Régime transitoire

Amortissement : caractérisé par la diminution de I’amplitude des

oscillations
/ \\ _______ Y bande +/- 5%

=\ /N 7
(D) rl Il'; ll \\ // \\ T~
sl ] < \
3 / \ Jeteur-fnate]

|

/

temps



Schématisation par schéma-blocs

Trois éléments de base:

Bloc

Comparateur

(sommateur)

Point de
prélévement

Entrée
principale
—

ET; E=X-Y

Nom du
systeme

oooooo
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Mod¢élisation par equations différentielles

Modé¢le général

Les SLCI étudiés seront représentables la plupart du temps par
des eéquations différentielles a coefficients constants liant la
srandeur d'entrée e(t) a la grandeur de sortie s(t).

Ordre du systeme

14



Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du premier ordre

constante de temps du systeme (s)

\T_ds(t) +s(1)=K e(t)

dt [

Gain du systeme [s]/[e]

15



Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du premier ordre

— Circuit S
RL

e(t)

u(t)=Ri(t)

L du(t) _
: T +u(t)=e(t)

Exemple : circuit RL (moteur électrique)

u(t)
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Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du premier ordre

Exemple : circuit RL (moteur électrique)
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Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du deuxieme ordre

Pulsation propre
Non amortie (rad/s)

\

sz(t) I ZZwUdS(t) | wgs([)sz{z]e(f)

dt’ f di [

Coefficient d’ amortissement Gain du systéme [s]/[e]
(rad/s)

18



Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du deuxieme ordre Amortisseur

Ressort

Exemple : Suspension
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Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du deuxieme ordre

—> | Suspension

NOUOMDNNONNNNNNN

Exemple : Suspension

position

initiale
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Mod¢élisation par equations différentielles

Systémes du deuxieme ordre

Le Principe Fondamental de Ia
Dynamique appliqué a la masse donne
I'équation différentielle :

d°x(t) b dx(t) k 1
e +M 2 +Mx(t)—M F (1)
2
ddigf)m AN 43 (1) =K wieln
1 k 1 b
K=E , 003=M et Z=E—M?c

Exemple : Suspension

21



Commande par retour d’état

Rappel des transformées de Laplace
Représentation externe et stabilité
Représentation interne
Commandabilité et Observabilité

V4

Commande par retour d’état

Régulateur / Observateur et RST

Synthese

22




Transformées de Laplace et FT

Objectif :
Supprimer les équations différentielles dans les calculs (simplifier les
¢quations de mod¢lisation).

Démarche:
Domaine temporel I Domaine symbolique
| de Laplace
Equations Transf.orm se Equations
différentielles en polynomiales en p
s(t) et e(t) De Laplace avec S(p) et E(p)
\é/ |
Modellsatlon Transmittance ou
/ | Fonction de
Transfert
| L
Solutions s(t) = ... | 12"S"O™ME€ 551 tions S(p) = .| [Caractéristiques du
Inverse systeme

I
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Transformées de Laplace et FT

Démarche (exemple d’un moteur CC) :

Domaine te(mporel /\Domame symbolique

JR/K2

-~

e

Modellsatlonj/

)+w<r>—K— 0) |

E

Equations

s(t) et e(t)

difféerentielles en

Equations

Transformee
polynomiales en p

De Laplaée avec S(p) et E(p)

/—I\

Si le systéme est soumis a |
une consigne u(t) =8V

Ulp) = 8/p
|

de Laplace 1
JRIK, .pQ(p)+Q(p)=—U(p)

K

E

/K,

1+J.R/K,’.p

Transmittance ou
Fonction de
Transfert

Solutions s(t) =

/Ta”s“’"“ee Solutions S(p)\:
~

A

J.R/IK*

' 8/K,

Caractéristiques du
systeme

Q(p) = (

Stabilite,
Temps de réponse,

1+J.R/K,’ p) .p Précision...

24




Transformees de Laplace et FT

Transformée de Laplace :
f(H)—>F(p) =L[f(1)](p) = [ TE().e P dt

avec p une variable complexe, dont 'unité estens! :p=a+j.b
avec j*? = -1

F(p) = L(f(t)) : transformée de Laplace de la fonction f.
f(t) = L-1(F(p)) : transformée inverse de la fonction F.
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Transformées de Laplace et FT

Propriétés importantes de la transformée de Laplace :

Propriétés f(t) F(p) = Lf(t))
linéarité a.f, (t)+b.1,(t) |a.F(p)+b.E (p)
dérivation f '(t) pF(p)
intégration _[ ()t— f(X)dX F(p)
P
retard f(t—t)u(t—-t) e P F(p)
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Transformées de Laplace et FT

Théoreme de la valeur initiale :

lim (f(t)) = lim (p.F(p))

t—0" p—>+©

=> Pente a I’origine : lim (f (t)) = 11m (P F(P))

t—>0"

Théoreme de la valeur finale :

lim (£(1)) = lim (p.F(p))

t— 400

=> Pente finale :

s1 la limite existe

lim (f'(t)) = 11m

t—>+00

1 (p* F(p))
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y Hypothese : CI =0 lors
Transformeées de Laplace et FT do In recherche FT.

Fonction de transfert (FT) d’un systéme :
La FT d’un systeme est la traduction dans le domaine de Laplace
de I’équation différentielle liant I’entrée et la sortie du systeme.

n n—1
LA ds)

dme(t)+b d™e(t)
"oder T g

dt™ m-lt ggm-!

+...+a,s(t)=Db,,.

+...+by.e(t)

> Transformation dans Laplace

dn dn 1 dm dm—l
an’L|: digt)}Lan_pL{dt—S(t)}L +agL[s()]=b L{ dtergt)}rbm—l-L{ dtme(lt)}+"'+b0'L[e(t)]

a_p"S(p)+a,_.p" " S(p)+..+2,S(p)=b_.p".E(p)+b__,.p" " E(p)+...+b,.E(p)
S(p).[ao +a,.p+...+ an.pn: = E(p).[bo +b1.p+...+bm.pm]

S(p) = E(p) b, +b,.p+...+ bm.pmn Fonction de H(p) = S(p)
[ao +a,p+..+a,.p" U transfert E(p)

28




Transformées de Laplace et FT

Fonction de transfert (FT) d’un systéme :

e(t) —— Equations différentielles gt
Domame temporel \
______________________ porel - ._.__.._.._.._.._.._.._.._.ent_r_e._e.tc)_e_t..g(t)._.._.._.._.._.._.._.._.._.._..j N
Domaine de Laplace L

1 -1

‘ S(p) ;

Fonction de transfert : H(p) =
L E £Pl _

Py,
~~
©
~

A

E(p) S(p) = H(p).E(p)

-0, H(p) —




Transformées de Laplace de fonctions usuelles

Echelon unitaire, ou fonction d’Heaviside :

A

A

Echelon unitaire défini par :
u(t) u(t)=1 pourt>0;

/ u(t)=0 sion.

»
»

Tous les phénomenes physiques que 1’on €tudiera commenceront a
t=0, et seront nuls avant (grace éventuellement a un changement
d’origine). Toutes les fonctions seront donc multipli€es par u(t)

L[u(t)] =i

30



Transformées de Laplace de fonctions usuelles

Echelon (ou « constante ») :

e(t)=L,u(1)
[

L|E,.u(t)]= %
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Transformées de Laplace de fonctions usuelles

Impulsion (de Dirac) :

6(0) = +oo ;
A1) 5(t)=0 pour t#0;
£ f: S(t).dt =1
L{3(t)]=1

L’1tmpulsion de Dirac est la dériveée de 1’¢chelon

R Impulsion de Dirac définie par :

32



Commande par retour d’état

Représentation externe et stabilité

Représentation interne
Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état

Régulateur / Observateur et RST
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Représentation Externe

* La fonction de transfert d’un systeme LTI est de

la forme :

Réponse impulsionnelle
y(t)=H(t)®u(t)

—»  H(t)
u(t)

——>

A

N

>

Impulsion

y(t)

Y(P)=H(p)U(p)

—»  H(p)

U(p)

A

N

»
»

>

Y(p)

Fonction de transfert externe :
* H(t) : réponse impulsionnelle
* H(p) réponse fréquentielle

34



Représentation Externe

« La fonction de transfert d’un systeme LTI est de la forme :

Fonction de

Y(p) _ G(p )_B(p) _by+b.pt..+b,p" ransfert
U(p) A(p) a,+a.p+...+a, p" externe
e Vocabulaire : u y

— G(p) est la fonction de transfert du Systéme —| Systeme |

— L’ordre du systéeme est n

— Les racines de B(p) sont les Z¢eros du Systeme
— Les racines de A(p) sont les Pdles du Systeme
— S1 m<n le systeme est Strictement Propre

— Sim=n le systeéme est Propre

— S1m>n le systeme est Impropre

3535



Représentation Externe

e Le systeme :

— Est d’ordre 1

— Est strictement propre s1 bi=0
— Est propre s1 bi#0

— Le pole du systeme est p=-ao/al

— Le z€éro du systeme est z=-bo/bi

365



Etude d’un systéme du premier ordre stable

Etudions la réponse a un €chelon d’un systéme du premier ordre de la forme:

G(p)= b pour p,= {0.5 ,0.7, 2}

1+~
P;

Pole-Zero haps
D&6. 076 084 0503016

08 - a e ":_. 4 " .
- R R

o6 i ~-% 4 S ™ =
o4k : 2 i PR S
. S5 - 1 ~a, > we T

v BY _ﬂ_' i - -.-'-"1".*
o=f : S e S v
: : ] P e e (SR

T 5 25 1075 0 S =

Imaginary A
2
Ampltude

=
i s o -
-l s T e
o2 L A s T
- _* = B
a5 s N .
o3 -H_ v T - |
- i S i
0.6 |- e 2 o =

G =T B e

0 SE Eﬂ?’.ﬁ 054 0.5S0 3816

¥ i 3 # g i = i
-2 -1 5 -1 -0s o
Fesl Aoxis




On observe que :
-Tous les pbles du systeme sont négatifs.
-Le systéme est stable (dans le sens entrée bornée / sortie bornée).

-Le systeme est d’autant plus rapide que le pole est grand en valeur absolue.

Rapide Lent

Reel
Stable



Réponse a un échelon systeme ler ordre

d  On consideére un circuit électrique RC, dont le
condensateur est déchargé. A t=0 on ferme l'intérupteur

R
=  |allure de la tension peut étre déterminée I_{:}7
v' e(t)=Ri(t) + u(t) ol i(t)=Cdu(t)/dt K _|cC
v' e(t)=RCdu(t)/dt + u(t) avec e(t)=5V (cte) => E(p)=5/p — | um
e(t) —
=  par latransformée de Laplace on a
v" E(p)=RCpU(p)+U(p)
v U(p)=E(p) = >
PI= P Ay RCp)  p+RCp)
=  par latransformée de Laplace inverse on obtient :
/ P 6.00
v u(t)=5l1-e ™ J 5.00 /L- ‘
\ 400 f}
3.00
uit) s f/
1.00
0.00 Ilr
0 02 0.4 0.6 0.8 1 1.2

temps (s)



Cas général

1 On consideére la

: Systeme du 1¢" ordre

fonction de transfert

X(py —» Gip)

—3 Y(p)

v Ou

Yip) &k

Gip)=

Xip) l+zp

— kestle gain st
— 1 estlaconst

atigue du systeme
ante de temps > 0, elle caractérise la vitesse

d’évolution de la sortie y(t)
v' Réponse impulsionnelle : entrée de type Dirac, x(t)=05(t)
— Donne d’apres Laplace la relation

Y(p)=X{

pGlp)=1x k = k
l+7.p l+71p

— et le Laplacien inverse donne |la réponse temporelle suivante :

s(t) =

A vit)
k't

k =
— g
T \
I




Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse indicielle: x(t) = u(t) = 1

E Y K
K(p) ——p EII[H L Yip) G[f-” — { fa’} —
X(p) l+zp

— On ad’apres Laplace la relation

; ; " | k k
Y(p)=Xi(p)lG(p)=—x =
p l+rp pll+rp)

— et le Laplacien inverse donne |la réponse temporelle suivante :

_TUJ:J"{.{I—E_’J A y(t)

Temps de réponse & 5% :
Tr gy = iz

= ¥(t) =
T 063k

Ixt 095k |gq——H
A xT 099k




Réponse a un échelon 2™ ordre

C
(p2+p+c)

] Systeme du second ordre : G(p)=

= (Cas 1pourc=1 > Pbles -0.5+ 0.866i
= (Cas 2 pour c=0.4375 - Poles -0.5 + 0.433i

Pole-Zero Map

7
) >
|
>4 4 bL___g SNSRI b, gy — —
l|
]
r. =z |
(_t_‘l I
B §
<= ~ = |
= - — )
e B = |
= - =
= = |
= ey J
—_— - I
|
. | J
3 IL
S | J
|
- I
=8 — ' = s
Real & = (Se




Domaine de stabilitée

d Un systeme est stable si et seulement si les poles de la
fonction de transfert sont a partie réelle strictement
négative :

B
G(p) = (p) est stable < {Vp/A(p) =0—->R(p)< O}
A(p)
Polde-Zero Map
0€4-~ 05 __034 016
0.8 075 ﬁ*
“5'5 +Osc':ill-ant ih
4 :‘:Ihgd . = o o
o ! :-'-. SEs S
é R 3
?E: e — -i= Instable
E 02 ;,9-93-3 .+ Dynamique -~~~ 55
-V S LGl
| o86 P__;
a 7-;5:- - 0
0 EF 05 -2 0




Influence des zéros

d  Un systeme qui a un zéro a partie réelle positive est un systeme a non
minimum de phase . . . ; u

Influence d’'un zéros 0.5 _ | | !
dans le demi plan droit / Zéros neégatifs | zéros positifs

L
-+

-1 75 0 g5 1

L s | | | | 1




Matlab : Création du systeme

] Fonction : tf

>> Bel :
>> A=[1 1 1] :
>> TEL(B,A)
1
G(s) =75 Transfer function:
@ +S+1) 1

>> pzmap(B,A)

45



Commande classique d'asservissement

Trecieur Processus

W o

) Co
L {f ?»——>{

U ¥

1B
K > P —‘

On note L = K . P le transfert de boucle

—=—=5

& |
W 1+L

On note S la fonction de sensibilité

¥ I
On note T la fonction de sensibilité complémentaire W=7,

46




Commande classique d'asservissement + perturbations

Wu 1“ v

REGULATEUR PROCESSUS
W+ ' . ¥ v
E
*)(%—} K

Wb

Avec :
= W, bruit sur lI'entrée u
= W, bruit de sortie
= W, bruit de mesure

La sortie Y est alors donnée part la relation suivante

w B g ¥ g o o B
1+KP 1+KP 1+KP ¥ 1+KP

Wi,




Allure recherchée lors de I'étude du correcteur K

- d'éloigner le lieu de Black du point -1 (0 dB, -180°) de fagon a augmenter la stabilité,
c'est a dire augmentation de la marge de gain et de la marge de phase.

Souvent on choisit: Mg = 10 dB et M@ > 45°

; ‘G (dB)
:' ) % w—0 REGULATEUR " PROCESSUS b
! Gain élevéet - Sty x *ﬂ%'—) 5 ;
i retard de phase % ) :
| " Retard de phase
0 dB ! 0° l1+7, .p
| . K(p)=———, b>l
| Eloignement du 1+b7, .p
! _ point -1 et avance
:t P de phase
| m% Avance de phase
' l¥a9.7..p
l K(p)= ————. a=>1
(D—roo i (p} 1+ r,.p l
-180° 0° |

- d'augmenter le gain du systéme en boucle ouverte pour augmenter la précision.
L'annulation de l'erreur statique peut étre obtenue si le systéme en boucle ouverte admet
une ntégration (1/p).

- D'augmenter la bande passante, ce qui diminue le temps de réponse,

- Provoquer une avance de phase en moyenne et haute fréquences et un retard de phase en
basse fréquence pour une meilleure stabilité.
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Exemple

Permurbation W

Perurbation W e la sorte
sur la commande  ®

Consine | . -
CORRECTEUR ‘ " PROCESSLIS ‘ - v

¥

W | 3 |
n 3 Y = = o
——— o E +"¢-£ p+l o pr+0.1-pl
] - 0.5-p" +p
| . Bruii sur la
& | b LT0E S
Montrer que Yp) _ 1 T~
W(p) 0,5p2+p+1 I
B(p)R 1 SN
Transfert de boucle  Kip)Pip)= (P)R(p) _ 5 i
A(p)S(p)  0,5p° +p =T TR
s e 1 1Sullsminu(mdsec)wz
o etee s £y _ Alp)S(p) =
Sensibilite Wy, A(p)S(p)+B(p)R(p) . il

L+
20 L '_—/
2 |t
Ey £ -
. D3 P-+p oLt
-2 10-1 100 101 102

= 9
w}l 'D.. 5.pL -+ P + I pulsation (rad/sec)

Réponse fréquentielle #°



Exemple

L tlia 2 Ey 0,5p% +p o
Sensibilité e 5
y 05p~ +p+l ¢ TH
=g

10-2 10-1 100 101 102
pulsation (rad/sec)

Réponse fréquentielle

Réponse temporelle a une perturbation échelon en sortie a t=15s

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Réponse indicielle avec une perturbation sur la sortie
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Etude des correcteurs : Régulateur de type proportionnel intégrale dérivée

\ 4

Cv>
A

v

> Régulateur systeme

u(t) =K, * () - y(t) )+ Kij(y(t) -y(®)")dt + K, %(y(t) -y(®)")

R a4
=K, *&()+ K, [ e(t)dt + yd0

Pour augmenter la dynamique et compenser les inerties dues au temps
mort on ajoute une action dérivée au régulateur.




Structure : Régulateur de type proportionnel intégrale dérivée

Régulateur
Paralléle K, i
i i commande
consigne S erreur | L < + ! X
X (p) 1 X g ! Tp + | )
Cip)=—---==K +T,p+— ‘ ! ' ,
(p) g(p p dp 7—; i :
X i T,p |
Série

commande

C(p)z—Xe(p) =K, £1+L](1+po) | X
&(p) Tp Xe ‘




A 4

Régulateur

A 4

Retard de
1s

1/(p+1)

1.5

0.5

14




Résumé : du régaleur PID

Action Avantage Désavantage
P Dynamique Ne permet pas d’annuler une erreur statique
| Annulation d’erreur
statique Action lente
D Action trés dynamique Sensibilité aux bruits

Avantage des régulateur PID :
-Structure simple
-Pas besoin de modeélisation pour la synthése du régulateur

Désavantage des régulateur PID
-Réglage empirique
-Pas de garantie sur les performances et la stabilité



Résumé : du régaleur PID

1) Jl\
Le correcteur proportionnel amplifie le signal

d’erreur mais il persiste une erreur.

On ajoute un correcteur intégral pour annuler 2)
I’erreur statique.

Si le systeme ne réagit pas assez vite, il convient 3)
d’ajouter le correcteur dérivé.




Rappel: Boucle d’asservissement

O Montrer que:

(e(s)]:( Sts)  Sls)o

u(s)) \K(s)S(s) K(s)S(s)

1
1+ K(s)G(s)

avec  S(s)=

56/166



Exemple stabilité externe et interne

(1 Stabilité externe : On considére le systéeme G et le correcteur K :

1 S
G(S)_s(s+1) K(S)_s—i—l
G =]
v" On obtient 1(s) Wi 2w, =n=0 1+(s+1)2

v’ Lequel est BIBO stable, puisqu’il n’y a pas de changement de signe au
dénominateur (critere de Routh)

y(s)

wi(s)

G I+KEGE) =

W, =n=r=0 s(1+(s+1)2)

v' Instable, d’aprés le transfert — l S _ I
P Gk S+ (s+1)  (s+1)?

] Stabilité interne

v On constate qu’il y a eu simplification du pole instable s=0, par un zéro de K




Compensation de poles et/ou zéros instables

Hypothése : Pour assurer une stabilité interne en présence de pdles et/ou zéros instables on suppose
gu’il 'y a pas de compensation de poles et zéros entre K(s) et G(s) (robustesse aux incertitudes de
modeéle).

1 s—1
. Pls)=——, Kyls)J=——, Khy(s)=2
cxemples PO)= . Ki9)=" . Kol
= Le correcteur K,(s) compense le pdle instable p=1, on obtient dés lors pour K;(s) et K(s)
respectivement les fonctions de sensibilité complémentaire
1 2
o1 1 1 2 5 1
TE)="St =, T)=""1= P°(s)= )
1+L s+2 1+i s+1 s—1+0
s+1 s—1
. Si I'on considére maintenant une petite variation d du p6le du procédé alors :
I s-1 2
148541 s—1 s—1 148 2
Ty(s)=—S 1+8s+1 _ _ , Tyls)=-S _
Los=1 (s=148)s+1)+s=1 g2 4(5+1)s+8-2 142 s+l+d
s—1+0s+1 s—1+0

v' T,(s) est alors instable pour une perturbation & tres faible, alors que T,(s) reste stable pour & >-1




e\ (S SGYr
Obtention des objectifs de synthese ( j:(KS KSG)(;,)

u

m On peut déduire le comportement asymptotique des fonctions de transfert M= 5 5G
composant M(s) en faisant des hypotheses sur le gain de la BO : KS KSG
— Sile gain de la BO est grand soit  [G(jw)K(jw)>>1
. . w1 |
Mi(jw) | (GUWKGW)™ K(jw) & [GWK(jw) >>1
Gljw)” 1
» K agit sur les transferts de r vers € et de b vers ¢ I Performance
» cette approximation intervient notamment en basse
fréquence, par exemple si K(s) présente un péle en 0O, le
gain de la BO tend vers l'infini en basse fréquence et les
transferts S(s) et S(s)G(s) ont un zéros en 0, ce qui signifie
I'absence d’erreur statique pour les signaux r et b T
constants.
Robustesse

» u est directement influencé en basse fréquence (module =
1) par b afin de le compenser (u=b) l



Obtention des objectifs de synthese

L Sile gain de la BO est faible en HF

GUWK(jw) <<1

O alors les transferts asymptotiques sont réduits a :

»

»

112

M(jw)

(K(;w) G(j(v}v()jlzv()jw))

K(s) agit sur les transferts de r vers u et de b vers u, tandis qu’il est sans
effet sur les transferts de r vers € et de b vers ¢

cette approximation intervient notamment en HF car le gain du systeme
non corrigé a naturellement tendance a décroitre avec la fréquence et
I'on cherche en général a synthétiser un correcteur qui atténue les
hautes fréquences, pour

m éviter d’exciter inutilement la commande en dehors de la BP
de I'asservissement

= ne pas solliciter les dynamiques négligées ou mal
modélisées en dehors de la BP

e 2L

S SG
M=
KS KSG

I Performance

Robustesse

|



Commande par retour d’état

Représentation interne
Commandabilité et Observabilité

Commande par retour d’état

Régulateur / Observateur et RST

Synthese

61



Représentation Interne

] Modele d’état de la forme

X = Ax+ Bu
y=Cx+Du

= Quxestl'état, u est la commande et y les mesures

u : vecteur des entrées y : vecteur de sortie

de dimension nu de dimension m
X

> vecteur d’état de >

dimension n




Représentation interne

[ Oscillateur harmonique

Le systéme est formé d’'une masse M soumise a un ressort de raideur k.

k

M

i X
D
d x

Principe fondamental de la dynamique: My = —kx, ou X = >

Représentation d’état par variable de phase :

, o X B 0 1Y x
Représentation interne » 7 e ol s

/777777




Représentation interne

EI Pendule _
\_

Le systéme est formé d ‘une masse M suspendue a un
fil rigide de longueur | fixé en 0, soumise a | ‘action du
champ de gravité g.

d*o
dt’

=7/ MI*

. Représentation d’état linéaire par variable de phase autour
de I'équilibre :

Représentation interne

du systeme linéaire 0 (0 1Y & 0
DL a l'ordre 1 : sin= 0 » 6) \—g/l 0)\é " 1/ MI2 3

autour de I'équilibre
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Représentation interne

] Mobile
n u(t) est le signal de
commande

M50y + f(e)+ky(e) = u(t)

Représentation interne :

= @ZL—;M —fl/Mj@{?/M)”
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Représentation interne

Avec :
s est la sortie du systeme et correspond a la tension au borne de la self L,
1, et 1, sont les intensités des selfs L, et L,,
e, et e, sont deux générateurs de tension,
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Représentation interne

La représentation d'état permet de mettre en évidence des informations internes au
processus, qui n'apparaissent pas nécessairement sur la description par fonction (ou
matrice) de transfert.

[ . diq(t
Modélisation : eq(t) = Riq(t)+ L, (11,5 )+ v(t)

e, (t)= L, dls—t(t) +v(t)

dv(t) 1. :

=—(1y(t)+15(t

"= L0+ 12(0)
diq(t)

s(t)=L4———=

s(t)=L1—

Cette formulation différentielle fait apparaitre explicitement la dynamique du

procédé, a savoir : les deux courants 1, et 1, et la tension v.

Ces variables (1;, 1, et v) sont associ€es aux €léments pouvant stocker de I'énergie
(respectivement L, L, et C) et auxquelles on pourra donc attribuer des conditions
initiales.




Variables d’états

 Par définition les variables d’état (internes) du
systeme  ¢lectrique  correspondent  aux
variables pouvant stocker de 1’énergie 1ici
ety x1(0)] a0
1 Elles forment le vecteur d’état : x(t)=| xx(t) |=| in(t)
| x3(t)] [ V(D)

i1(0)
1 Avec pour CI : x(0)=i,(0)
| v(0)_




Mise sous la forme matricielle

[ Déduire les matrices A, B, C et D sachant que:

(diq(t) R. 1 1 :
o L@ ) R e u)
dip(t) 1 1 1 1 1
- 1L2V“)*L262“) o 120 e D)
vt : :
a ~clnialt) Hal)_ o) x2(0)
50=1 - R v e 0= R x50+ w0




Autre exemple ¢lectrique

] La représentation d’état peut étre orientée de facon a
faire apparaitre explicitement des variables (d'ctat)
choisies par l'utilisateur.

4 Exemple :

 1¢ cas avec y,(t) et y,(t)
[ 2¢me cas avec y,(t) et i,(t).

R, i+, I R,

| | > > | |
| | | |
A

Y
u Y1 S N Y, 1




Autre exemple ¢lectrique

1 1° cas on le vecteur d’état x composé des états y,(t)

et y,(t) : { yz}
X =
IR
d Montrer que :

B 1
RoCo RoCo | .| 9 |,
1 11 1/R4C,

| RoCy RyGy RoCy |

y = :’I O]X




Autre exemple ¢lectrique

[ 2¢me cas, on consideére le vecteur d’état : R { J’z}
x =
P P — |1
O Montrer que : X=AX+Bu 2
yzéi
d avec 5 1 -
0 o
A — 2
A= 1 I
| R4RC R4CGy RpCp RoCq

e 0

d On peut noter que cette seconde representatlon est semblable a la
premicre, a ceci pres que le nouvel ¢€tat est une combinaison

linéaire de 1'état x.



Changement de base

 Matrice de passage : X = Px
\ 10
o P:LVRz 1/RJ

J Montrer que : A-pap




Passage de la représentation d’état a |la
représentation externe.

3 Représentation d’état
{?’C(f )= Ax(t)+ Bu(t)

y(t)= Cx(t)+ Du(t)

1 Laplace

{pz(p)= Ax(p)+ Bu(p)
¥(p)=Cx(p)+ Du(p)

W(p)=(C(pr - 4)"B+DJu(p)

La mémoire du systeme
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Passage de la représentation externe a la
représentation d’état.

. Représentation externe

Y(p)  by+bip+---+b,p"  Y(p) X(p)

Ulp) p"+a, ;p"1+-vay X(p)U(p)

1 Laplace inverse

X 1 d"x(t d"x(t
(p) _ : L (1) 1y 1 820 ot ap() = ()
U(p) p +a,_p° " +--+ap dt dt
Y(p) m d "
=by+b;p+---+b _ x(1) o pp d7l0)
X(p) 0 T01pP mP y(t)=byx(t)+b; 7 +---+ b, T




Obtention de la représentation d’état

- On pose les variables de phase :

x(1) . Xp=x;
dx(t) ;C] %y = x5
)_c(t)z dt = 2 =
d"Ixe)| | X3 =24
n—1I nd L _ e
| dt ] Ap =—AgX] = Q)X " —Qp_[Xp TU
] On obtient la représentation d’état:
(.) [0 0 0 Les modes de A sont les
0o 1I-- : pbles de la fonction de
)= 00 |x(0)+ ) transfert.
0 0 0 1 0
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Réponse des systemes linéaires invariants

Cas scalaire %= ax+bu

y=cx
x(0)=xy

Probleme : déterminer I'évolution de x(t) et y(t) sous l'influence de u(t) et x(0).

Systeme libre ou autonome (x(0) # 0 et u(t)=0)

E)  v)=¢"0), yt)=cxt)

Systeme forcé (x(0) # 0 et u(t) # 0)

‘ x(1) =¢"{0) + [ bt
0

Wt)=cxt)




Réponse des systemes linéaires invariants

d Cas matricielle x = Ax+Bu
y=Cx

d Probléme : déterminer I'exponentielle de matrice

n 3 approches, pour les détails voir polycopié de cours.
v' Calcul des valeurs et vecteur propres
v' Calcul des valeurs propres et des ai

v Calcul du Laplace inverse e =L (pr-4)"




Commande par retour d’état

Commandabilité et Observabilité

y 4

Commande par retour d’état

Régulateur / Observateur et RST

Synthese
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Commandabilité

Peut-on amener en un temps fini le systeme a
commander d’un état arbitraire x(t,) a un état
désiré x(t;) avec une loi de commande
admissible?

- Concept de Commandabilité des systemes

80



(1 Réponse : s’assurer avant de calculer Ia
commande que le systeme est bien

controlable.

— 1’état est accessible a la mesure

Calcul de la u Systéme y

commande

I :
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] Critere de Kalman

= Un systeme linéaire stationnaire est commandable
vis a vis des états si et seulement si la matrice de
commandabilité est de plein rang :

C,n=[B AB --- A"'B]

ranglB AB --- A"'B]=n=dim)
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[ Critere de Kalman :

= La paire (A,B) est completement commandable
(CC) s'il est possible en agissant sur u d'amener en
un temps fini (t1-to) n'importe quel état x(to) vers
n'importe quel autre état x(t1)

Condition Nécessaire et Suffisante (CNS) : rang(B AB . A"_IB): n©ker(BAB ... A"'B)' =0

T
St ker(B AB .- A'HB) =X Xy X, )T #0 les états x; # 0 non nuls correspondent aux états NC
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[ Critere de Kalman :

= La paire (A,B) est completement commandable
(CC) s'il est possible en agissant sur u d'amener en
un temps fini (t1-to) n'importe quel état x(to) vers
n'importe quel autre état x(t1)

Condition Nécessaire et Suffisante (CNS) : rang(B AB . A"_IB): n©ker(BAB ... A"'B)' =0

T
St ker(B AB .- A'HB) =X Xy X, )T #0 les états x; # 0 non nuls correspondent aux états NC
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[ Exercice
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 Critére de Popov:

¢ rang(B, pl, -A)=n VpeC,R(p)>0 @ systéme stabilisable
VpeC ® systeme commandable
{p1, p2, ...} =det(A-p])=0
¢ Les modes p qui font chuter le rang sont les modes non commandables

¢ ker(B pI—A)T =[xy Xy " &, )T les ¢tats x; # 0 correspondent aux états non commandables
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[ Exercice
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] Définition

Un systeme est dit observable a I'instant t,, si
connaissant |’état du systeme x(t), il est
possible, a partir de 'observation de la sortie
y(t) sur un intervalle de temps fini (de t, a t),
de déterminer I'état x(t,).

v 4

> t
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[ Réponse : s’assurer avant de déterminer
'estimer de |'état que les capteurs (mesures)
sont bien placées sur le systeme pour que le
systeme soit observable ou au-moins
détectable et donc que l'observateur existe.

Calcul de la UL | Systéme L _»

commande

ﬁ- L
Observateur

A

89



] Critere de Kalman

= Un systeme linéaire stationnaire est observable vis
a vis des états si et seulement si la matrice de
d’observabilité est de plein rang :

T
O(A ) =(CT (CA)T (CAH_1 )T)
(:1

CA
rang =n

rang(CT (CA)T (CA”I)T) =n {—> # _;,_1
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] 2¢me partie du TP pendule inverse
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 Critére de Popov:

¢ rang(pI C_ A) =n VpeC(C, ‘ﬁ(p) >0 & systéme détectable

n

Vpe C < systeme observable
¢ Les modes p qui font chuter le rang sont les modes non observables

[-A
. ker[ c J = (x1 Xp = X )T les états x; # 0 correspondent aux états non observables
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Commande par retour d’état

Commande par retour d’état
Commande par retour d’état d’estimé

Régulateur / Observateur et RST
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m [mplantation directe s1:

— 1’état est accessible a la mesure

Calcul de la

commande

3 Systeme

T

m [mplantation indirecte st :

— le systeme est detectable

Calcul de Ia

commande

Systeme

L

Observateur

4
<
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J Hypothese

= ¥ est accessible a la mesure

] Systeme
{)'c=Ax+Bu
y=Cx

" commande u=-Kx+hy,,
= K stabilise |la BF
= h est un préfiltre qui assure une erreur statique O
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] Schéma bloc

Yref y 1 ’
i@ [
_ + [

A
K

[ Boucle fermée

i =(A=BK)x+ Bhy,.
y=Cx
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[ Fonctions :

Transfert de boucle (loop)
v loop=K(pI—A)_lB
Sensibilité S

v $(p)= I
(») 1+K(pl—A)'B

Sensibilité Complémentaire T

v 1(p)= yy%) _ C(pl— (4 BK)) B

transfert directe
v T(p)="
1+ /loop



J Exercice:

" On considere le systeme

a2 2p)_ 2
(7) u(p) p+l
v donner sa représentation par variable de phase

v’ déterminer K tel que la dynamique de la BF soit fixée en -2
v’ déterminer h tel que y — yref

v donner le schéma bloc complet

v’ déduire les transferts : loop, Set T

v tracer les modules

v’ conclure.



] Systéme
X=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

= d est une perturbation constante

J Objectif

lim y(¢t) - Vref Vd cte

{—

] Solution

= Appliqguer la synthese de commande a partir du
systeme augmenté d’un état intégrateur

50 = i) yrer iy

0
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] Systeme augmenté
[D'CaAaxa+Bau+§ad+Hayref<=>[(;)—( )(;f,)+( Jut( )d+( )yrer

y=Ca (y)

= OU x“:(y]

()= i (V0 ) = Trer iy = 5=y = Ve
= Déduire Aa, Ba, Ea, Ha et Ca

= Donner les propriéetés de commandabilité

y=C )(5)

= Commande avec effet intégral

u=—Koxg =K, Ky g =—Kox—Ky x i 7)= yref M7
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d Schéma bloc compact

’L

d Schéma bloc équivalent détaillé

|d
E
@,
A
K, 101




[ Boucle fermée : {xa:(Aa—BaKa)xa+Ead+Hayref
y:Cax

J Fonctions

" Transfert de boucle (loop)
v lOOp:Ka(p]_Aa)_lBa

= Sensibilité perturbation
‘/Syd( ) y(p =C (p] (A _BaKa))_lEa

d(p)

. Sen5|b|I|te Cog‘nplementalre T
= (4,-B,K,)'H,

v T
Yy
ref Vre f



O Cas1:Perturbation d de type constante

1 d X
filtre =— E > Xa
p y_ref _ >
u X V Y
,— B C | filtre [~
Y
K, X
O Cas2: Perturbation d de type rampe  —
1 y Xa
Jiltre=— ~—Vplp 2 —>
D Y Y
g
O Cas3: Perturbation d de type sinusoidale de pulsation w Y
X
1 >
filtre=——— Représentation d’état associé X
o —> —> a
Etats ﬁltre>
—




J Exercice:
"= On considere le systeme {x=—x+u+d

y=x
"  QObjectif
v'  lim y(t)—)yref Vd cte
[—0
= Solution

v'Donner le systéme augmenté
v Déterminer Ka tel que la dynamique de la BF soit fixée en -2

v Donner le schéma bloc complet

v’ Déduire les transferts : loop, Set T
v’ Tracer les modules

v’ Conclure.



Commande par retour d’état

Commande par retour d’état d’estimé

Régulateur / Observateur et RST
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] Systeme
{x=Ax+Bu
y=Cx

" Hypothese : x n'est pas accessible a la mesure
= QObjectif : lim V()= Vrer

J Solution
= Commande : u=—K&+hy,,

"= QObservateur: i=4i+Bu + L  (y-C%)
N M 7 . . ———
Modele mathématique ~ 84N to110 de correction
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J Systéeme
x=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

" Hypothese : x n'est pas accessible a la mesure
- ObjECtif ; tlim y(t)—)y,,ef Vd cte
J Solution

= Commande Reg/obs: u=-k,3,
, AN

Etat augmenté s 1,=| |, 5(0)=[(0) b
0

v'Observateur:  #=4%+Bu + L  (y-C%)

Modele mathématique 84 torme de correction
107



1 A) Synthése de I’'Observateur

X=A%+Bu + L  (y-C%)

. \V ’ X . %K_J
Modeéle mathématique AN yopp0 do correction

] Objectif 1 : Construire I'observateur

lim %(¢) > x(t)( Vxq,Xg,u et y
t—>00 d=0

" Etude de la dynamique d’erreur d’estimation d 'état
e(1)=(A-LC)e(t) ,_, on elt)=x(r)-(t)

" |le gain L est déterminé pour assurer la vitesse de
convergence souhaitée.
dim(x)

v’ Placement de pdles
. L oeP , pl—(A-LO)= I (p-pi)
v’ pi pbles désirés de 'observateur il
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[ B) Synthese de la commande
- ObjECtif 2. lim y(t)—)y,,ef(t) Vd =cte

[—>0

Solution : Trouver Ka tel que
v dim(x)+dim(y)
Pl (4, - B,K,)|= I (p-p:)
1=
On montre d’apres le systeme matriciel ci-

dessous que Ka et L peuvent étre déterminés

indépendamment : [Zj:( )[Zj{ jd+( )J’ref

Complétez le systeme ci-dessus et expliquer
pourquoi cette indépendance est respectée.

109



d Schéma bloc compact

Qk ’

Observateur >
X

Yref

-1 — >

4

110



A Boucle fermée : (x]:( j(:%( }”[ jy,,ef

= Compléter le systeme -

L Déduire les fonctions

= Sensibilité Sortie/Perturbation

7 Sul)-2

Syd

= Sensibilité Complémentaire T
v

_ yp)
Tyyref (p) B Yref (]9 )



] Exercice: ,
[ \ \ . _1 1 1 1
= On considere le systeme<x=( JH( Ju{ jd

0 - 0 0
y=(1 0)x
"  QObjectif
v'  lim y(t)—)yref Vd cte
{—>0
= Solution

v Donner le systéme augmenté

v Déterminer Ka tel que la dynamique de la BF soit fixée en -1
— Pourguoi on ne peut pas fixer I'ensemble de la dynamique en -2

v Déterminer L tel que la dynamique de I'Obs soit fixée en -2
v Déduire les transferts : Set T

v’ Tracer les modules

v’ Conclure.



] Systeme
Xx=Ax+ Bu+ Ed
y=Cx

= Objectif : lim )=y Vdcte
 Solution
= Commande Reg/Obs:

v'Etat augmenté avec effet intégral : u=-K,%,

= Commande RST:
. T R
v’ Fonctions de transfert U= Vref =5V
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[ Solution : Poser la représentation associée
BH 10
N5

J Complétez les éléments ci-dessus et déduire

a partir de cette représentation les
polynbmes R, Set T :

e =T
4 - T




Commande par retour d’état

Régulateur / Observateur et RST




J Schéma bloc RST

Yref

U [~

ld

Process

R
S

Schéma
bloc
compact
Reg/Obs

(d Retrouvez a partir du RST les fonctions S et T du Reg/Obs
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X+l = A.X'k +Buk +Edk
Vi = Cxp

] Systéeme {

" Hypothese : x n'est pas accessible a la mesure
= Objectif: limy, >y, Vdcte

k—o0
J Solution

= Commande Reg/obs : u =—K,i
v 5. X ~ -
Etataugmente : {y} Vsl = Tk + Yk — Vref,

v'Observateur : Sk =4% +Bu + L (y —C¥y)

gain

Modeéle mathématique terme de correction

v'La synthése reste identique au cas continu.

117



Synthese

[ Voir les 2 syntheses complétes élaborées en TP

Pendule Inverse
v'Modélisation NL, linéarisé et commande

Moteur a courant continu
v'Commande Reg/Obs et implémentation RST

i

M L=

.WXX—’E’.’)?.%/X:’&"/%% G
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