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Plan de la présentation

—  Principe d’optimalité de Bellman
Application: recherche du plus court chemin

— Synthese LQ
Commande LQ, Stabilité et Robustesse
Observateur LQ, Filtre de Kalman

— Synthese LQG/LTR

— Commande LQ a pondeérations fréquentielles
Etude de cas

8sc cours, 4 sc TD, 3 sc TP
Pondérations 25%TP, 75%Exam
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esiser | ) ) Principe d’optimalité de Bellman

e Principe d’optimalité¢ de Bellman

Dans un processus d'optimisation dynamique, une suite de decisions est

optimale s1, quels que soient I'¢tat et I'instant considérés sur la trajectoire
qui lu1 est associée, les décisions ultérieures constituent une suite optimale
de décisions pour le sous-probleme dynamique ayant cet état et cet instant
comme conditions initiales.

« Rappel : pour un systeme MIMO a n ¢€tats et m commandes, le
gain K solution du probléme de commande présente :
* n*m parametres dont n*m-n parametres libres

— Il y a donc une infinité de solutions.

On propose ic1 de rechercher les parametres du gain tels que la
commande obtenue minimise un critére énergeétique ...
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" esishr j)P] ' Exemples de problémes d’optimisation

Probleme 1

Un véhicule & essence est modélisé par les équations suivantes

t(t) = u(t)
S(t) = —%ug(t)

avec pour conditions initiales 2(0) = 0, et S (0) = 1. La commande u caractérise une vitesse, x la
distance parcourue et S le niveau du reservoir de carburant. La deuxiéme équation modélise le fait
que la consommation augmente en raison quadratique de la vitesse (intuitivement cette hypothése
est valide). Sur un horizon T=1, on souhaite parcourir la distance z(T') la plus grande possible.

1. Calculer la commande optimale u* () maximisant la distance parcourue en utilisant la totalité
du carburant disponible.

2. En déduire la distance maximale parcourue
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esisAr , }l ' Probleme 2: Gestion de stock

Un fermier produit un certain type de céréale a reproduction rapide. Aprés chaque récolte, il
peut stocker une partie de sa production et réutiliser le reste comme engrais pour la nouvelle récolte.

Partant de l'instant ¢ = 0, 1l souhaite maximiser son stock & une date donnée T' = 10, pour le
vendre en totalité a la date T.

On note & l'instant t

z1(t) le niveau de production
u(t) la part de production servant d'engrais pour la production suivante

v(t) la part de production stockée

avec 1 (0) = 100 le stock initial acheté.
On propose le modéle suivant
i‘l =1u

sous la contrainte algébrique xq (t) = u (t) + v ().

Questions :

1. Al'aide de la variable 2 (t) , quantité totale stockée a I'instant ¢, poser et résoudre un probléme
de commande optimale.
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Probleme LQ : On considere le systeme
%(t)= Ax(t)+ Bu(t)
y(t)=Cx(t)

L’objectif est de determiner le gain optimal K tel que la commande u=Kx
minimise le critére

min J(u):%OE(XT(t)QX(t)+uT(t)Ru(t))it

ot Q=QT>0 R=R'>0

sont des matrices de pondérations fixées selon les objectifs souhaites ...
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 Horizon fini : on considére a nouveau le critere

dr

w

T -1 X
1 [ (y—y) R (y—y)
. o T a—1 .
minJ (w) = (xg, — 24 ) S (14, — T —|——/ : T .
. ( ) ( to fo) ( to tu) 9 . -|»(;i?—f1;1\?—Bu) Q_l (;f?—AQfT—B'H)

ounr—Ar—Bu=wety—y==Ce

Pour une grande dispersion sur le processus w (i.e. variance des bruits de structure grande)
correspond un crédit (coit) faible accordé i l'équation d’état & = Ax-+Bu d’ot un choiz de Q™ petit
dans le critére déterministe.

Pour une petite dispersion sur les mesures y (i.e., variance des bruits de mesure faible) cor-
respond un crédit fort accordé a l'équation de mesure y = Cx et donc au terme de correction
G (y—Cz) d'oi un choiz R~ grand dans le critére déterministe et un gain G grand.

08/09/2017 Auteur: Damien Koenig 6/100


http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/

\
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On s’intéresse ic1 a rechercher le chemin de distribution de I’eau
le moins couteux entre les villes A et G, lesquelles sont reli¢es

par differentes villes

Chaque arréte représente le colit d’acheminement de 1’eau entre
2 villes, par exemple entre F1 et G, le cott est de 10 euros
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esisAr ﬁpl ' Exemple : Recherche du chemin a colt minimal

On considere le réseau de distribution d’eau suivant :

Cl El
Bl
1 S 10
3 2 2 B2 4
\ G
A
3 7
D2 2 P 3
B2 7
Cc3 3 E3 3

«  Déterminer d’apres le principe de Bellman le chemin de colit minimal (plus
court chemin) qui permet de relier A a G.

* Onnotera :
— d(P,Q) la distance entre P et Q

— L(P) la longueur du plus court chemin (cofit optimal) entre un point P
quelconque du graphe et le point G.

—  On recherche donc L(A).
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G
A

« Etapel: - V. -

—  deFl,onaL(F1)=d(F1,G)=10 y 3

— deF2,onaL(F2)=d(F2,G) =3 Etape 3 Fane 2 Etape 1
« Etape2:

— deEl,onaL(El)=d(EL,FI)+L(F1)=16

— deE2,onaL(E2) =min{d(E2,F1)+L(F1), d(E2,F2)+L(F2)}
= min{4+10, 7+3)}=10

— de E3,onaL(E3)=d(E3,F2)+L(F2)=8

« Etape3:
— deDl,onaLl(Dl)=min{d(D1,E1)+L(El), d(D1,E2)+L(E2)}
=min{2+16, 5+10)} =15
— de D2,onal(D2)=min{d(D2,E2)+L(E2), d(D2,E3)+L(E3)}
= min{4+10, 7+8)} = 14
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G
A
D EF2
B2 3 ;
Etape 5 ape ape
¢ Etape 4 . Etape 6 ap Etape 4 Et p 3 Etape 7 Et 1Y 1

— deCl,onaL(Cl)= d(C1,D1)+L(D1)=3+15=18
—  de C2,0nalL(C2)=min{d(C2,DI1)+L(D1), d(C2,D2)+L(D2)}
= min{5+15, 8§+14)} =20
—  de C3,0nalL(C3)=d(C3,D2)+L(D2)=3+14=17
« FEtapes:
— deBl,onaL(Bl)= min{d(B1,C1)+L(C1l), d(B1,C2)+L(C2)}
= min{2+18, 1+20)} =20
— de B2, o0naL(B2)=min{d(B2,C2)+L(C2), d(B2,C3)+L(C3)}
= min{6+20, 4+17)} =21
« Etape 6:
— de A,onaL(A)=min{d(A,B1)+L(B1), d(A,B2)+L(B2)}
= min{3+20, 3+21)}=23
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esisnr ﬁpl ' Paralléle avec I’ Automatique : Commande LQ

X(1)
On considere le systéme a temps discret

Xk+1 = AXk + Buk X(k)

ou le critére a minimiser est :

X(Ko)

min J () = J (x(k). k) = % S0x, +u'Ru

= I j]+%x;fPfoTf

Le probléme consiste a déterminer la trajectoire unique reliant les
points x(k0) et x(Tf) telle que cette trajectoire est optimale au
sens ou elle minimise le critére énergetique J sous la contrainte de
la dynamique du modéle Xy, = AXy +Buy

Remarque . J représente la somme des colts pour aller de x(k0) a x(Tf), notre
travail consiste a trouver u telle que ce colt soit le plus petit possible.
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7 esisar ﬁpl | Rappel: recherche du minimum de f(x)

{ A
Hyp: f de classe C,
S1 x* est un minimum local de la fonction f alors
f(x* +h)—f(x*)2 0 min

=0pourh=0 <

On applique un DL a ’ordre 2 de f(x*+h) autour de x*,

=), 1),

h—af(f*)+lh2 —azf(f*)zo
ox 2 *

soit f(x* +h)—f(x*)2 0=
Ox
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e h>0, onen déduit

Ox ox
« h<0,onen déduit af(f*)Jrlh azf(x*)<0
ox 2 o™

 comme, h est proche de 0 alors

%’i) —0 estune condition nécessaire
X
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Pour que x* soit un minimum et non un maximum 1l faut de plus

82f(X* )> 0

w2
OX

Soit les conditions suivantes :

E 3 2 %k
Gf!X’O o0 flx 50

aX* 8X*2
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esiser | } 1) Application a la commande LQ

Notations : il

Le cofit associ¢ au point final est i)

# 1
Topt(X(Tp ), Tp) = I (x(T¢ ), Tg ) = > Xi Pr. X,

ou le poids final Ptf est donné par le designer.

(ko)

Le colt associé pour aller du point x(k) au point final est

. 1 & 1 !
min J(u)=J(x(k), k)= 5 jz};[fojxj +uijuj]+§x;f}’forf = Ex,kaxk

ou Pk est un cout a déterminer
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« Partant de pt final x(T,) connu au point précédent x(T,-1). La
derniere trajectoire a minimiser est alors donnée par le cott
suivant :

m&n J(u)=J(x(T¢ 1), Te —1)

B 1

T T T
B 5 [XTf —IQTf —IXT -1+ qu —IRTf —1UT—1 |* 5 XTf PTf T,

* sous la contrainte de la dynamique du systéme

Xk+1 = AXk + Buk X(Tf)

XTf-1
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ozl A dzT Ax

noble 1 Rappel : ~ A ; — (A AT) .
’ EEiEbF:I" jjpl I Oz Oz ( ) Solution
« Etape | oI(x(Tp —1), Tp -1)  _ 0
ou(T-1) | _

 On obtient une commande linéaire fonction de 1’état
T =Ry +BpBJ BT
urf_1=— RTf 1 +B PTfB B PTf AXTf—l
 Etape 2

02 3(x(Tp —1), Tr —1)

2
ouy

>0

Soit
> 2 (x(Tp —1), Ty 1)

ou?(Te —1)

— (RTf_1 + BTPTfB)> 0
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ESiSAr )} l , Solution

« Etape 3 : On remplace la solution u* dans le critere partiel que
I’on 1dentifie au cott minimal désirée, 1.e,

* Il T
J(X(Tf ~1), ut. -1, If = 1): 5 XTf—IPTf_IXTf 1

—  Soit
_ Tp A T T
PTf 1= QTf 1 +A PTfA LTf _1B PTfA

1
T T T T
©Pr_=Qp_+A PLA-A PTfB(RTf_1+B PTfBT B'Pr A
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 EARD a temps rétrograde, déterminée hors ligne, 1.e.,

QTf —)PTf —)PTf_l —)LTf_l —)qu_1 —)PTf_Z —)LTf_z —)qu_2 —>...
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* Pour x,,,= 2x,+u, déterminer la commande u qui stabilise x et
minimise

m;nJ(u) Z[xkx +ukRu ]+2foP Xr,

* Avec T1=3 et P~=1, montrer respectivement pour R=1, R=10 et
R =1000 I'influence de la pondération R sur les poles de la BF.
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EsisAr , )l ' Solution de ’exercice

l.a) Résolution pour Ty =3, R=1et Pr,=F3=1

[l nous faut déterminer les commandes u;, u] et uy. On applique le principe d’optimalité de Bellman.
— Nous commengons par déterminer la commande optimale u5 (voir figure 1.4) qui permettra
de minimiser le cotit partiel .J (x(2),2) au départ d'un état z9 quelconque :

1, R.
J(z(2),2) = §I§+§u§+Juﬂ$.M

1 R, P
2 o 13 9
= I+ —uy;+—=z
o2 T T
sous la contrainte du systéme

T3 = 2T9 + us

La commande solution du probléme est donnée par :

: g(Ll,2 L R 2, Pso. 1 o032
07(x(2), 2) = Nzt ety et = Ruy + P3 (229 + 1) = 0
du (2) Ou (2)

& up=—2(R+Py) " Pyay = 1,
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Esisar Solution de 1’exercice

E515F|I" ) '

Soit pour une commande optimale u,* = -x,
un colt optimise ¢gale a

R

1
J(x(2),2) = 3z§+—ug+J( r(3).3)
L, R, P 1

— De la méme facon nous déterminons u]

1 1
J(z(1),1) = —i%—l—juf—l—J(;r(Z).Q)
1, 3,

L
—r —U —r
9 1 9 1 9 2

sous la contrainte du systéme
Ty = 211 +ug

— De la méme fagon nous déterminons
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Solution de 1’exercice

« Sil’on 1teére les résultats précédents selon le principe de
Hamilton Jacobi Bellman on trouve les résultats suivants :
=1
Ly = (R + BkTPkJrlBk) BI Py 1Ay | P = Qp + AL Py Ay — AL Py B Ly
Ly =1 Py =3
Li=53 P=14
I,=5 B=T=1
pour Iy =3 R=1et PTf =P=1
Ly = 0.1818 | P, = 4.6364 Ly =0.0020 | Py =4.9960
L1 =0.6335 | P, = 13.6708 Ly =10.0099 | Py =20.8847
Lo = 1.1551 | Py =24.1015 Ly =0.0409 | Py = 82.8297
pour Tf =3 R=10 et PTf — PS =2 pour Tf =3, R =1000 et PTf = P3 =1
Conclusion 1) quand R augmente la commande diminue. Cela est logique car le cotit appliqué
a la commande est relatif au poids R, de fait pour minimiser le cotit .J il faut maintenir une
commande faible pour R grand.
Conclusion 2) Plus le poids sur le coiit final est élevé plus la convergence vers zéro sera rapide.
08/09/2017 Auteur: Damien Koenig
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esisAr ) } I, LQ a horizon infin1 : cas discret
. ] T
e  (Critere min J(u) = J(X(OO), OO) = Thm 5 kZO [Xk QrXxy +uy Rkuk
u —>00

e Contrainte X1 =Axy +Buy

e Solution
1
~ Gain u = —(R +B'P BT B'P Ax
1
— EAR P =Q +A'pA-ATP B(R +BTp BT BIp A
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Exercice: Pour x, ;= 2x,+u, déterminer la commande u qui stabilise x et minimise

Application LQ a horizon infini1 : cas discret

minJ(u)zJ(x(oo), oo): Z[xkxk+ukRuk]

u Tf—>002

P=Q+ATPA—ATPB(R+BTPB)” BTPA

Résolution pour 77 — .

L= (R+BTPB)" BTPA

Pr, =0 pour Ty — o R=0.1 | R=1 R=10 | R=100
Gain L=186 | L=1.62 | L=1.51 | L=1.5
Valeur propre de la BF (i.e., eig(A-BL)) | 0.13 0.38 0.48 0.5

Sol P de ARED P=1.37 | P=4.23 | P=31.3 | P=301

08/09/2017

On constate que plus le poids sur la commande est important plus le systéme bouclé est lent (la
dynamique de BF s'écarte du centre du cercle unité). Cela est normal car on pénalise la commande,
en d’autre terme on restreint son évolution. L’énergie dépensée par la commande cofite trés cher.
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Résultat fondamental : cas discret
Critere

J(uo, up, - qu—l):fZ:_OlL(Xka U, k)—I—LTf(XTf, Tf)

Contrainte

X1 = F(xg, ug, k)

Solution

D’apres le principe de Bellman, ce probleme se réduit a trouver une
fonctionnelle V(x(t), t) définie sur [0, T,] solution de

V(x(z), t)=muin{L(xt, u, t)+V(x(t+1), r+1)

=min{L(xt, u, t)+V(F(xt, u, t), t+1)}

colt immeédiat + colt optimisé
08/09/2017
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e u* est la solution qui donne le min de la fonctionnelle V(x(t),t)

« Rappel

08/09/2017

*

N

%k

X =argmin{

OX

*

u

oV(x(t), t)

Résolution

u =argmin{L(x, u¢, t)+ V(F(x¢, ug, t), t+1)}

2
0 o 0°V(x(t), t)> 0

ou

X

ney’ 8u2

RV

82f!X* )>O -

2
%k
OX
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esisAr , ) I ' LQ a horizon fini : par res. de I’eq aux différences

 Pb: Déterminer une fonctionnelle V(x(Tf-1), Tf-1) solution de
Vix(r, —1) T, -1)=Lx(T -1} ulr,-1) T,-1)+VxlT,) T/)

e Résolution

V(x(T s 1), T, - 1) = % (x;; A9 X, F u;f Ry g )+ % x;f B xp,

avec V(x(Tf—l) Tf—1)=%x,T}_lPTf_lef_1

Il reste a rendre la fonctionnelle V(x(Tf-1), Tf-1) la plus petite possible

av(x( Te-1),Te-1) » o*v(x( Te-1), Tg-1) .
o *— et 8u2 >

u=u
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o LQ: J(u)=

Résultat fondamental : cas continu

c(t)=0 T dx/dt [ x(1)
B |
C
(1) A

o
Bl

v

-

—
~—

'

A 4

L |«

l\.)lh—*

T,
] (Xt Qx¢ +uy Rtut)dtJr X PT XT,
t

— contrainte X=Ax+Bu

* C(Cas genéral

—  Minimiser J(u)=

L(X, u, t)dt + LTf (XTf , Tf)

=+ 'q’_hH

— Sous la contrainte x=F(x, u, t)

08/09/2017
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D’apres le principe de Bellman ce probleme ramene au cas
continu se reduit a trouver une fonctionnelle V(x(t), t) solution

de I’eq. HIB
V() O=minLix, w, ) © -2 —minL(x, u, )+ F(x, u, t)
u ot u OX

 Solution

u :argmin{L(Xt, Uy, t)+8—VF(X, u, t)}

u OX
OHIB O*HJB
& —— =0 et 3 > ()
auu:u* ou
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Gril?sbéﬁﬁpl | LQ a horizon fini par résolution de I'éq HJB

(Xt Qx +uy Rtut)dt +— X PT XT,

a
T,
e Critere J(u)== |
t

l\)lr—

— Contrainte x=Ax+Bu
* Résolution -V(x(t), t)= %(xt Qx¢ +ug Rtut)
1 T
< V(x(t), t)= 5 J (Xt Qx +u¢ Rtut)dt+ x5 PT XT,
t

1
— avec V(x(t), t)= S Xt PtXt
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Grenoble INP

EsisAr ,} l , Solution
 On détermine I’eq HIB
1 ;. 1. 1 o]
——x/Px, =—x, Px, +—x/ Px, +—(xtTth +utTRtut) < HJB
2 2 2 2
2
Ou oHJB =0 et g H;B >0
0 Jy=y’ ou
+  On obtient u; =—R{'BTPx,
2
8 HAzIB — Rt > O
ou
P, — T —1RxT
-P,=Q{+A P +PA-PBR; B P,
Pr =Qr,
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Grenoble INP

EsisAr , ) | ' LQ a horizon 1nfini1 : cas continu
» Critere min J (i) = J(x(0), 00) = jim ('O x, +u] R u, Jar
0

 (Contrainte

c(t)=0 1 dx/dt [ o x(1)
B 51 >
x =Ax+ Bu — % 50
(1) A C >

L |«

Y

A

. .
Solution Schéma général de la commande LQ

u, =—R"'B" Px,

0=0Q +A"P+PA—-PBR'B'P
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Grenoble INP

esiser ) )l ' Stabilite : continu
*  Systeme bouclé Xt = (A —BL; )Xt
—  Ou la commande est donnée par u>tk =—L X
— avec L= Rt_lBTP

—  est stable au sens de Lyapunov ssi
il existe une fonction de Lyapunov candidate > 0
dont sa dérivee le long des trajectoires non nulles de (1) est <0

— Preuve V(Xt ) = XtTPtXt > O

- (T T I T
—V(x¢)= 5(Xt Qix¢ +uy Rtut): 5 Xt (Qt + L¥RtLt>‘t >0
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\ <y,
Grenoble INP Proprietés de robustesse d’une commande LQ

EsisAr l ,

 Le transfert de boucle s’écrit

1 c(t)=0 B 1 dx/dt [ o1y x(1) -

_ ) >
Lo(s)=L(s[-A)'B 5 Q

y(t)

(1) A » C —»

e avec L=RIBTP

A

L |«
ATP+ PA—PBR'BTP+(Q=0 '
Onpose F.(s)=1+L.(s)=5;" Lo(s)=L(sI-A)~"'B '
G(s)=C(s[-A)"'B -

On montre apres quelques manipulations algébriques sur ’EAR que
Fe(jw)| 214 ‘81:1 (j'w)} >1& |1+ L (jw) 2 1= [Sy (jw)| <1
On constate que le lieu de Nyquist du tranfert de boucle L. (jw) reste toujours a l'extérieur du
cercle unité centré en -1 (voir figure 1.7). Il en résulte les propriétés de robustesse suivantes

marge de module > 1
marge de gain oo
marge de phase > 60°
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Grenoble jjr'l | Application: proprietés de robustesse

Exemple 1 On considére le systéme continu

I=ar-+u
y==x

ot a € R et le critére J

J=- / (2 + Ru?) dt
2 Jo

1. Déterminer la commande u qui minimise le critére J sous la contrainte du systéme (1.6).

2. Donner le transfert de boucle, pour a = —1 et R = %, tracer le nyquist associé et la fonction
de sensibilité S,.

Solution ARE : P?>-2aRP-R=0
Pt = aR++/(aR)*+R

1
BF : i=- a4+ — |1
08/09/2017 R 36/96
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Grenoble jTl | Application: propriétés de robustesse

On obtient la commande optimale suivante

1
u o= — (aJr*,fangE) T

pour R — o0 la boucle fermée présente un mode s = — |a/, donc si le systéme (1.6) est
instable R (a) > 0 on obtient une commande v = — (a + |a|)z = —2 a| z et pour un mode
stable R (a) < 0 on obtient une commande nulle.

2. Donner le transfert de boucle, pour a = -1 et R = é tracer le nyquist associé et la fonction
de sensibilité S,.

Solution 1 |S‘A
L.(s) = L(sI-A)"'B=—
s+ 1 10’ I 2 >
g (g _ J.S—I‘J. W
Su(s) = 25 1] 12 e’
2 -1
10

fonction de sensibilité S
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Grenoble INP

EsisAr , ) l '

Le nyquist du transfert de boucle L. (jw) donne

Application: propriétés de robustesse

>
-1/2 U

Le(jw) = wtl T 110l 1La? Nyquist du transfert de boucle
1 w J
R = >0, [=- 0, —=-w
1+ w? T+a? R
A\ 2 1\ 2
= R= Qmﬁulr}%:o@( ) +J2=(_)
e 2 z
soit un cercle de centre ( 1/2, 0 ) et de rayon % On obtient dés lors les marges de robustesse

suivante (voir figure 1.8)
marge de module 1
marge de gain oc
marge de phase 90°

08/09/2017 Auteur: Damien Koenig
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srenoble Ins 1 Commande Optimale par maximisation de I’Hamiltonien
e ) ) l | < PMP: Principe du Maximum de Pontryaguine

e  On défini I’Hamiltonien

H(%, x, u):—%( TQX +u'Ru )+7\.T(AX+BU)

I T L T
-  Rq: J(u)zifoPfoTf + (I) :H(?», X, U)+A (AX+Bu)dt

;(XTQX +u'Ru )

 (as genéral
—  Continu H(x, u, A, t)=-L(x, u, t)+7\,TF(X, u, t)

avec x =F(x, u, k)
—  Discret Hj,;=-L(x, u, k)+ K£ F(x, u, k)

avec X4l = F(X, u, k)
08/09/2017 Auteur: Damien Koenig 39/96
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Grenoble INP

EsisAr , ) l '

e (Conditions au ler ordre : %

Equations canonique de Hamilton

Avec la condition terminale

+conditions

08/09/2017

OH
_ 8_H Xp o] = k+1
S OAf 11
OX OX |
T  OColtfinal T
MU
H Mt
o - Suk I
ou u=u* U =y
5 2
o"H <0 SH—IEH <0
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Grenoble INP

esisAr , ) 1) Application: Exercices
 Exercice 1: On considere le systeme
Ty =—-I1+1u
Pariani de 1y =0 a t = 0, on souhade alindre ['élal ©y =2 4t = 1. Déermmer la commande

opfimale u quw minimise

1
J E[;. ii?-.rf : :.:E] it

sous la confrainfe du systéme ef des condifions aur Bmifes fnoncées.

e Aide : on pose I’Hamiltonien

H(X, x, u)=—%( TQX +ulRu )+ kT(AX+Bu)

* Avec les conditions 5
0“H
) <0
u=u* ou

SH oH
Sx ou

I
-
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Grenoble INP : micati ' '
esisar Exercice 1: Maximisation de I’Hamiltonien

EsisAr , } l '

Solution de ’exercice 1

u? 4+ Ay (—x1 4 u)

| L3

3 —

1| bt

Omn pose
H=—

Il n’existe pas de contrainte explicite sur u, done pour maximiser i 1l suffit d’apphquer les conditions
aux premier ot second ordres et d'annuler la dénvée de 'Hamiltomien par rapport & u.

ot

SH
Fu Ut
&2H |
P
done u* = A, maximise H et le systéme devient
T1 = —I1 + Az
ol Ap vérfie
. aH
Az = —— = Az + 3m
(5]
Conclusion £y = —xy + .3-'l.= —Ty + A 43y = -3+ 1+ 1 + 3y =4xg et Ap =11 4+ x.Nous
obtenons
) A sinh (2t + a)
Az u* = A (2cosh (2t 4 o) + sinh (2£ + o))
Les conditions aux limites donnent o = 0, A EELETT soit une commande
a9
ain];m*.- (2 cosh (2 + a) + sinh (2 + a))
42/96
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Gr n bl |NP . 4 . \
EsisAr , }l ' Exercice 2: Véhicule a essence

Un véhicule & essence est modélisé par les équations suivantes

t(t) = u(t)
S(t) = —%ug(t)

avec pour conditions initiales 2(0) = 0, et S (0) = 1. La commande u caractérise une vitesse, x la
distance parcourue et S le niveau du reservoir de carburant. La deuxiéme équation modélise le fait
que la consommation augmente en raison quadratique de la vitesse (intuitivement cette hypothése
est valide). Sur un horizon T=1, on souhaite parcourir la distance z(T') la plus grande possible.

1. Calculer la commande optimale u* () maximisant la distance parcourue en utilisant la totalité
du carburant disponible.

2. En déduire la distance maximale parcourue
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Grenoble INP y J .
esisAr , } I Eléments de réponse : exercice 2

* Rappel : Résolution par maximisation de I’Hamiltonien : H
— (Cas continu H(x, u, A, t)=—L(X, u, t)+kTF(x, u, t)
avec x=F(x, u, k)

0Cotit final T
A =— ——xI P
Ty 8x(Tf) ety ou

u
— Application : Véhicule a essence H(x, u, A, 1)=0+(4, ﬂs)[ 1 2} = u—%uz
avee Coiit final=—x(T )+ u S(T')= Cte

On désire maximiser x(T) et on souhaite S(T) = 0 pour dépenser tout le carburant. p est
un multiplicateur constant de Lagrange utilis¢ pour dualiser la containte S(T)=0.

— Le PMP affirme que si u est une solution optimale, alors :
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Grenoble INP 4 /4 *
esisAr ) }l ' Eléments de réponse : suite

« Les variables adjointes (1, A ) sont solutions des équations adjointes

z’:-éH@{ix:—éH; /iS:—éH}Q{/ix:O:/lx:Cte; g =0=> Ag = Cte}
X X s
i _ecoitmal AT n S g o cor ] sl )emuvielor ]

o adry) 0x{Ty)
2 -alr) 40)

X =(x S)

* u(t) réalise le maximum instantané de H =1 u— /1—25142

« Il reste a déterminer le parameétre de Lagrange

Sachant i) = u() on obtient s()=-—1, = s()=——r+5(0)=——r+1
1 2u 2u 2u
S(t) = ——112{1‘)
| ’ or S(T=1)=——1 4120 2 =
<0 — ) YL S _1
(0)=1 2 )
S(T)=0
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Grenoble INP . .
esisAr , } | ' Conclusion de ’exercice 2

. Seul le choix
1
“=T

a un sens physique car 1l correspond a une vitesse u positive

u(z)=—1=ﬁ=1.41
y7;

On note que cette vitesse est constante.

La distance maximale parcourue est

)'c(t)zu(t)zx/z:>x(t)=x/§t—x(0):> x(T)=~2=141
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G ble INP . .
esisar , }l ' Exercice 3: Gestion de stock

Un fermier produit un certain type de céréale a reproduction rapide. Aprés chaque récolte, il
peut stocker une partie de sa production et réutiliser le reste comme engrais pour la nouvelle récolte.

Partant de I'instant £ = 0, il souhaite maximiser son stock a4 une date donnée T = 10, pour le
vendre en totalité a la date T.

On note a 'instant t

z1(t) le niveau de production
u(t) la part de production servant d'engrais pour la production suivante

v(t) la part de production stockée

avec 1 (0) = 100 le stock initial acheté.
On propose le modéle suivant
i‘l =1u

sous la contrainte algébrique 2y (t) = u(t) + v (t).

Questions :

1. Al'aide de la variable z () , quantité totale stockée a I'instant ¢, poser et résoudre un probléme
de commande optimale.
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Grenoble INP ° r17r /4
esisar , )l ' Exercice 3: éléments de réponses

» Exercice : Gestion de stock

1. Le probléme est un probléme de commande optimale & temps minimal, cela consiste & maxi-
miser J = x9 (T') — 29 (0) = 29 (10) — 9 (0) sous les contraintes du modéle

i“l = u
i‘-g = U
ry(t) = u(t)+wv(t)

avec x1 (0) = 100 et 29 (0) = 0. Le modéle &9 = v s’explicite aisément puisque v représente
la part de production stockée, en d’autre terme, a l'instant k discret on dispose d'un stock
xo (k) ,au pas suivant xa (k + 1) = 2o (k) + v (k) oit v (k) représente la nouvelle part a stocker

ra(k+l)—za(k) _ _ ry. - . . . : o
=71k~ = v (k) & 22 = v (en representation continu). De plus, on nécessairement

soit
r1(t) = u(t)=0

r1(t) = v(t)=0

&Iy (t} :_> 0.1 i = 1: 2

Compte tenu de 'équation de répartition x; () = w (t) + v (¢), le probléme peut se réécrire

sous la forme suivante

min —xs (1) sous { i = :1*11 (_t} _ u(t)
0<wu(t) <z ()

le seul coiit & minimiser est un coit final Cy = —zs (T') . 1l reste a appliquer le PMP.
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Grenoble INP ° r17r /4
esisAr , } 1) Exercice 3: ¢léments de réponses

* Application du principe du maximum de Pontryaguine

H(X, u, A, t):—L(X, u, t)+7\,TF(X, u, t)

H(x, u, A, 0)=0+(1, 4 (” j
A @) —u()

Les variables adjointes (2, 4,,) sont solutions des €quations adjointes

: oH : OoH : oH . :

R S R zX2=—&1}©{1xl=—AX2 Ay, =0= 4, = Cref
i fi o x, (7

7, = acgz(’Tf’)“’l - <8;C(2T(f§ ) o (1r)=0; 4, (17)=1v e,/ ]

2 =) 2,01))

XT =(x1 xz)
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Grenoble INP ° r17r /4
esisAr ) } 1) Exercice 3: ¢léments de réponses

e Onendéduitque Ay, =—1 A, =1
—  Soit A, =—t+4, (0)=—t+Ty ==t +10
Ay, =1
— D’ou
H(x, u, A, t)=2Agu+2Ay (x(0) =)= (=1 +10)u(t) + x, () —u(?)
H=x1(t)+(9—u(?)
* Le principe du maximum de Pontryaguine dit que cette fonction doit €tre
maximisée a chaque instant t €[0,T=10]
—  Tant que 9-t>0, la maximisation de H est obtenue pour u(t)=x,(t), on
réinvestit tout dans la production sous forme d’engrais

— Tant quet €[9, 10], la maximisation de H est obtenue pour u(t)=0,
c’est-a-dire on stocke toute la production de la dernicre période.

— A partir de u on en déduit I’évolution du stock pour t €[0, 10], ...
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Grenoble INP

ESiSAr , ) l , Poursuite Optlmale

e On considére le systéme  x(t)= 4x(r)+ Bu(r)
¥(t)=Cx(t)

—  Avec ()=, (6)-»(t)

Premicre partie :

— Laréférence y,(t) est constante

Seconde partie :

— Laréférence y,(t) est variable et correspond par exemple a une
trajectoire prédéfinie a suivre
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Grenoble INP

EsisAr , ) l '

« Il suffit d’appliquer la commande optimale

08/09/2017

u(t) =—Lx(e)+ hy,or ()

Ou L est le gain optimal : L=R"'B"P
et P la solution positive de ’ARE 9+ 4"p+P4-PBR'B"P=0

Le parametre h est un pre filtre €gal a I’inverse du gain statique

de la BF optimis¢e, soit :

h= —(C(A ~BLY" BTI

Auteur: Damien Koenig

Premicre partie : référence constante
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Grenoble INP

esisAr , ) I Deuxieme partie : référence variable
*  Nous nous intéressons au probleme de poursuite suivant :
1 1
J(u) = Ef (E{qu + .utTRtu.i) dt + 56% Pr e, €= Yref — Y
£

e Ce probleme est équivalent au sens de Bellman a 1’équation suivante :

, 1
—V(E(t)-. t) = E(E?th—“;Rt“i)

. g 1 1
V(2(t), t)=s2fCTQCm +uf Rus— y~.;QCx; +5uLQu.
\.-. “" = ) v \- r

coiit de suivie

cofit état + commande coiit final

— Il faut donc trouver une fonctionnelle V solution de 1’¢quation
précédente. Cette fonctionnelle est de la forme suivante :

1
.II"T { T {?.L) 5 f ) = E‘TFRIi ‘I’ QET ‘I’ hf

*  Que I’on dérive le long des trajectoires du process #(t)= Ax(¢)+ Bul(t)

¥(t)=Cx(t)
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Grenoble INP - . .« . . . .
esisAr , ) 1) Deuxieme partie : suivi de trajectoire (suite)

 D’apres I’équation de HIB

: 1 1 1
—V(z(t), t)=520"QC +su; Ruy— y/,;QC + 59, :Qy,.s
\—. = s v -

T

o i coiit de suivie
coiit état + commande

coiit final

— Etde la fonctionnelle candidate V(=0 )=l P+ g+

— On trouve apres quelques manipulations
u; =R 'BTPx, — R7'BTy,

— Le systeme d’équations :

~P,=ATP, + PA-P,BR'BTP, +CTQC ;
avec P, = CTQTIC‘

~j, = (47~ LT B") g, ~ C"Qu,,

avec gr, = —CTQTI-yrEf (T¥)

h= QEBR_IBTgf - yz;f@yrff
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Grenoble INP

EsisAr ,) l , Exemple

Y 2 X=—x+u
On considére le systéme suivant:  G(p)= Tp)_ 2 — {

Ulp) p+1 y=2x

ou le critére de performance vise a effectuer un compromis entre 1’écart de régulation et le colit de commande :

J = %I((y(r)— yref)z +a’ uz(r))v'r

¥,.f UNE consigne constante et o. un parametre a régler.

Solution —P=A"P+PA-PBR'BTP +CTOC=0 O=a?P?+4P-1 P> +4a’P-a* =0
g, =" -LIBT ), ~CT0y, =0 o (P+202f —4a* —a? =0
h=g/BR™B" g, =y 0y, =0 < (P+2a2)2 —a2(4a2 +1)= 0
<:>(P+2a2 a’lda? +1 (P+2a +a’\da +1) 0
On obtient

P=-20" +\Jo’ (42 +1) . Vref

T TR Yl AT Uy =L - T Tl V! AT
e=lr-1r8") oy, (47 -17B7] T
T T —1pT 2 -2 2
yrenyrf =8 BR B g Sy =g
¢ L=R"'B"P =R“BT(—2a2 a2 (4a? +1D = 21a4a? 1)

u, =—Lx, —a_zg
h:—(AT —LtTBT)

=—Lx; + "y,
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Grenoble INP

esisAr , } I Partie 2: Observateur LQ

 Un systeme est completement observable s1 a partir d’un état
quelconque pris a 'instant t on sait déterminer son évolution
jusqu’a 1’état initial.

e On propose la structure de I’observateur Identité

#=Ai+Bu+Gy—-1); §=Ci

e Objectif, trouver x tel que :

z(to) =x(to) = z(t)=xz(t)

vz (to), Vu(t), pour t > t :
r(to), Yu(t), pour i“{ Z(to) # z(to) = limy_ (2(t) —z(t)) — 0
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Grenoble INP

esiser | } 1) Approche selon le principe de dualite

« Analyse de converge de I’erreur d’estimation d’état :
é(t)=(A—-GC)e(t)

— Sachant que les valeurs propres de A-GC sont également les
valeurs propres de AT-C'G!

— Le probleme d’estimation est par dualité équivalent a un
probléeme de commande du systéme fictif suivant :
i(t)=ATz(t) + CTh(t)

— Avec b =-G"z
— Cette commande optimale assure la stabilité de AT-CTGT et donc de A-GC et donc
celle de ’erreur d’estimation d’état

é(t)=(A-GC)e(t)
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esisAr , } 1) Approche selon le principe de dualite

e On s’ait finalement ramené¢ a un probleme de commande
optimale 1dentique a la premiere partie du cours.

 En conclusion, il suffit d’appliquer le principe de dualit¢ et
remplacer les matrices par les relations suivantes :

A— AT
B— T
— Rappel de la structure de 1’observateur L—aT
F=Ai+Bu+Gy—14); §=Ci —P—M
—  Critere M=MT>0

u 4

'l o0
minJ (w) = 3 / (:TQ: + hTRh) di
: 0

MAT + AM - MCTRICM +Q =0

— Systéme fictif
G = MCTR™!
i) =ATz(t) + CTh(t)
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Grenoble INP Synthese d’un observateur selon le principe
o ,)l l d’optimalité de Bellman

e L ’observateur
#=Ai+Bu+Gy—1); §j=Ci

— Est un observateur a gain optimal au sens ou son gain est
solution du probleme d’optimalite

V(t,e(t)) = minJ (w)

i

- [; ((y —i) R - i)+ (6 - Ai - Bu)T Q! (6 Ai- B-u)) d::

v
Coitt immediat + coit intermédiaire

_ s AT a—17= -
-I_{i'iu_‘tt[]) S (:Ci[]_;ri[])

Y r

"
coiit initial

[l s'agit d'un probléme de commande optimale avec un état mitial imposé. On peut se ramener
i un probléme de commande optimale classique 1e., & état fnal imposé. Pour cela on pose le
changement de coordonnées temporelles t = -t
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Grenoble INP y . o« . . . o
esisAr , ) I Résolution par minimisation du critere

On propose d’écrire 1’observateur sous la forme

— ou  w=G(y-J)

— L’erreur d’estimation d’état € =X—X
s’€crit alors sous la forme é=A4e—w

Et le critere se réduit a la forme suivante

t
Vit,e(t))= j(eTCTR_lCe + WTQ_lw)dT + e;o S7le

T
T, 0
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Grenoble INP

esisAr , ) 1) 1¢¢ approche : Minimisation de I’HJB
*  Solution optimale proposée : %=A%+Bu+M,C"R7(y-C%)
_ ol dZ =M, A" + AM, +0-M,CTR™\CM,

— avec M(t=Ty)=S>0

e  Preuve : On considere la fonctionnelle

Vit e(t)) = j( Telr7Ce+w! o™ )dr+e S_leT
TO

—  On cherche M, telle que V(¢,e(t)) = etT M, let

avee
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Grenoble INP

esisAr , ) 1) 1¢¢ approche : Minimisation de I’HJB

*  On se ramene a un probléme de commande optimale de ta T, + cout
final, en posant le changement de variable ¢=—t'

« Le critere se réecrit sous la forme classique

_TO '
V(-t'e(-t'))= | (eTCTR_1 Ce+ WTQ_IW) dt + e{To S_le_TO
—t'

== +eZt'M:t1'e_t|
*  QOu encore sous la forme équivalente de ’eq HIB
—V (-t e(—t")) = el CTR\Ce+ WTQ_IW

T -1
— avec _4V__ d (e—t'M —t'e—z')
dt dt
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Grenoble INP

esisAr , ) 1) 1¢¢ approche : Minimisation de I’HJB

Apres quelques manipulations, nous obtenons
d(egvM:tlve_t.)
dt
LM dM_MTje_,  p( poo T -1 Trp-1 . Tl
L < —¢ (—A M t,—M t,A+C R C)e+2w M t.e+w O w

dt -+ - -

* [l reste a minimiser le colt précédent :

=l CTR™Ce + WTQ_IW

d(2wTM:t1, e+ WTQ_IWX
dw

= 2M_t1.e+2Q_1w* =0

‘ w=w*

*  Soit w=-0M e

el MZpdM_ M e, T(
' = e

*  Que ’on réinjecte dans — "M —M_ZI,A+CTR_IC)eJrZwTM_;,eerTQ_Iw
dt < - -
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Grenoble INP

esiser | ) 1) 1¢¢ approche : Minimisation de I’HJB

* On obtient apres factorisation et identification terme a terme

M,

= M_AT —AM_, -0+ M_,CTR™'CM_,

« Il reste a revenir a la variable temporel t=-t” et ’on obtient la dare

M,

. =M, AT + AM, +0-M,CTR™\CM,

f=A%+Bu+M,C'R7(y-C%)

*  Deuxieme solution : par maximisation de I’Hamiltonien (voir poly)

« Troisieme solution : par le calcul de variation (voir poly)
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Grenoble jTl | Observation : Cas stochastique

 Le processus aléatoire considére est i=Ax+bu+w
y=Cx+v

« Ouw et v sont des bruits blancs centrés, de matrice de covariance connue et
non corrélés entre eux :

w=N(0, Q) v=N(0, R)

e  Objectif : Déterminer un estimateur de X non biais¢ et a variance minimale
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Grenoble INP

ESiSAr , ) l , Filtre de Kalman

 Horizon fini : on considére a nouveau le critere

1t (y—9)" R (y—9)
f dr
t

. - T o—1 .
minJ (w) = (g, — x4 ) S (24, — Tp. ) + — . T .
w ( ) ( to fo) ( to to) 9 ) + (I _Ap — B'EL) Q—l (I‘ —Ar — B'U,)

our—Ar—Bu=wety—y=~Ce

- On obtient les mémes résultats que précédemment avec I’interprétation fort
intéressante que :

Pour une grande dispersion sur le processus w (i.e. variance des bruits de structure grande)
correspond un crédit (coit) faible accordé i l'équation d’état & = Ax-+Bu d’ot un choiz de Q™ petit
dans le critére déterministe.

Pour une petite dispersion sur les mesures y (i.e., variance des bruits de mesure faible) cor-
respond un crédit fort accordé a l'équation de mesure y = Cx et donc au terme de correction
G (y—Cz) d'oi un choiz R~ grand dans le critére déterministe et un gain G grand.
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Grenoble INP

ESiSAr ,) l , Filtre de Wiener

e Horizon infini

1 [ ﬁ . _— T .
minJ (w) = t lim 5/ ((y = y}T R (y—9)+ (;if — Ar — Bu) Q1 (i‘. o Bu)) dr
w 0——00 2 [,

~
cout immédiat t + colt intermédiaire t 4 t;
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Grenoble INP

EsisAr ) l

e  Structure de la commande LQG

} (._](S]

« Selon le principe de séparation

08/09/2017

On cherche le gain de Kalman K, et le gain de Correction K

Auteur: Damien Koenig
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1
GreEr;?EbF:ﬁ jjpl ' Commande LQG

* On considere le modele de synthese

t=Az+ Bu+ Hw
y=Cr+uv
=Nz

ou z désigne le vecteur a réguler, w et v représentent des bruits blancs, de moyenne nulle, indépen-
dants, avec respectivement pour matrice de covariance W et V.

E[u-‘ (t)-u!T(tﬂ = Wil(t), E [t ol ]
Elwt)" ()] =0 WwW=wr>0 V=VT>0

« Le probleme revient a déterminer u fonction de 1’estimé de x

telle que :
J= lim E

T—oo

T
/ (:TQ: + -u.TRu.) dt
0

ol Q) et R sont deux matrices de pondération avec Q = QT >0et R =RT > 0.
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7 esisAr jTl | Commande LQG

e Partie 1 : on recherche I’estime de x en appliquant les résultats
du filtre de Wiener :

7= Ai + Bu+ K¢ (y—Cx)

avec Ky = Pf(.'-‘TV_l

ou Py obéit a I'équation de Riccati suivante

PiAT + APy — P,CTVIOP + HWHT =0

avec Py = PJ? > (.

» Partie 2 : on recherche K, en appliquant le principe de Bellman

au critere T
J=lim £ f (:TQ: - -u.TRu.) dt
0

T—oo

K.=R'BTP.

Et l,On dédllit u = —I‘l—ci‘_ - -
PA+ATP, —P.BRIBTP, - NTQN =0
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EsisAr )} l ,

 La synthese LQG exige donc la résolution des équations de Riccati duales et
I’on peut facilement se ramener au schéma bloc usuel avec une gain
dynamique K(s) et le process G(s)

« Il suffit de repérer sur le schéma de synthese I’entrée et la sortie du bloc K(s)
et de donner la représentation d’état associé

t = (A-BK.-K{C)i+Kyy

u = —-K.x

* Soit K(s)=-K.(sI —A+BK,+K;0) " K;

« Il reste a étudier le transfert de boucle et faire tendre ce transfert au transfert
sans l’observateur afin de conserver les propriétés de robustesse d’une
commande LQ: i1l s’agit des lors du principe de la commande LTR
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Grenoble INP

ESiSAr )} l , Exemple

*  On considere le systeme stochastique
{ r=-—-T+u+uw
y=a+v
—  Ouw et v sont des bruits blancs W= N(0,3) v=N(0,1)
—  Pour la commande on considerera un poids R=3 et Q=1

Déterminer la syntheése de commande LQG solution de probleme
Déterminer le transfert de boucle avec et sans observateur

En déduire les fonctions de sensibilité

.

Tracé le module des fonctions de sensibilité et du transfert de boucle avec
et sans observateur

5. Conclure
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o estsar jTl ' Résolution
e Selon le principe de s€paration : on synthétise premicrement
I’observateur puis la commande ou inversement
e Observateur :
On détermine Ky = P; CTV-1ou Py est la solution positive de I'équation de Riccati
PrAT + APy — PyCTV=1CP; + HWHT =0
& Pf+2Pf—3=0

soit I{f = Pf = 1.

« Commande :
On détermine K, = R~'BT P, ot P. est la solution positive de 'équation de Riccati

PA+ATP. — P.BR'BTP.+ NTQN =0
SPP+2P-1=0

soit K, =3P.=1et P, = é .
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Grenoble INP

EsisAr , ) l '

*  Sachant que

T

Uu

K (s)

(A—BEK. - K¢C)r+ Kyy

~K.z

= K. (s —A+BK,+K;C)""K;

c(1)=0
+

Transferts de boucle

| G(s)

e  On en déduit le transfert de boucle

08/09/2017

avec observateur

Lioc (s)

sans observateur

Lig(s)

— K, (s - A)”

=K (s5)G(s) = -1 K(s)=

s+1 543

1
‘B=

Auteur: Damien Koenig
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Grenoble INP . g eqe. »
esisAr , ) | ' Fonctions de sensibilité

. o S+T =1
 Fonction de sensibilité avec observateur

G . — 1 _ s*44s43
- LQG o 1+Lng(SJ _ SE_-I—'ilS—I—*—l

e Fonction de sensibilité sans observateur

S — 1 7 1s41
YLQ T T4Lig(s) T 2341

* Fonction de sensibilité complémentaire avec observateur

T _ Lrga(s) :_ 1
LOG =~ T4Liga(s) — s2+4s+4

 Fonction de sensibilité complémentaire sans observateur

. _ Lpo(s) w1
TLQ (S] o l—l—LLQ(S] o 1+$ T os42
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EsisAr , ) l '

* Fonctions de sensibilité

Sngular Valwes (dB}

Singular Values

Tracés des modules

=
T

N

Frequency {radisec)

On constate que le compromis Performance / Robustesse de la commande LQG (avec
observateur) est moins bon que celui de la commande LQ (sans observateur)

08/09/2017

Auteur: Damien Koenig
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Grenoble INP Ie
EsisAr , )l ' Tracés des modules

« Transferts de boucle /Fonctions de sensibilité complémentaire

Sirguim® Vaiss Singular Values
0
_13 -
10 —
LLa
-l
|
_?_3 -
1 N
% g
i §r
7 -ap E
g LLEG ; -s0|
w® 5]
=
_63 -
=
_I':l -
n -80
m vl -0
] 1 10" ) 1 1w 10 0 0 10
rezusrey rad’ssc) Frequency (rad'sec)
Auteur: Damien Koeni
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Grenoble INP

EsisAr ,} l , Synthése LTR

 Le regulateur LQ et 'observateur LQ (Filtre de Kalman ou Wiener) ¢tudiés
séparément montrent une tres bonne robustesse (MG oo, MP > 60°), cependant
I’association des deux induit une perte de robustesse.

 Pour conserver les excellentes propri¢tés de robustesse de la synthese LQ, il
convient naturellement de faire tendre asymptotiquement le transfert de
boucle avec observateur vers le transfert de boucle sans observateur.

Lige(s) =K (s)G(s) mmmp Lyo(s) = K. (s - A)' B

—  Principe de base de la commande LTR

La modé¢lisation de nature stochastique du systeme disparait au profit d’'une meilleur
robustesse associée a des performances nominales imposees.
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G bl IN;
renoble ° \ /4
esiser ) } I, Recouvrement asymptotique a 1’entrée

e Procédure:

1. Synthese du correcteur LQ par un choix approprié¢ des poids
Q et R pour un bon comportement en basse fréquence des
valeurs singuli¢res du transfert de boucle

2. Synthese LQ de I’observateur en fixant premierement les
poids W, et V, du filtre de Kalman et en augmentant
graduellement le poids

W =W, +¢BBT

tel que le transfert de boucle L o(s) tend asymptotiquement
vers le transfert de boucle L o(s).
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srenobie ine | Passage d’un régulateur/obseravateur LQ a une
e )}' I synthése RST

* On considere le systeme (A,B,C) perturb¢ en sortie par une
perturbation b constante.

Tre1 = Arg + Bug
yr = Cxy,

— On propose d’ajouter un état z égal a I’intégrale de 1’erreur
de poursuite a asservir et un observateur identité de I’état x
du systéme.

i(t) = y(t) = Yres (1) rh+1= Ay + Bu, + G (y, — C1y.)

= k41 7 Ak = Yk — Yrefk

— Il convient alors de rechercher par syntheése LQ et selon le
principe de séparation respectivement le gain augmente L et
le gain G de la commande et de I’observateur. , ( £ )

U = — ~

Zk
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Grenoble INP

ESiSAr ,) l , Synthése RST équivalente

* On obtient le systeme augmente

Tk4+1 _ A 0 T} B 0 |
( “k+1 ) - ( C 1 ) ( 2k )+( 0 Uk + 1 Yrefk

Lak+1 :_Aairak + Ba'u-k‘l_
= (C0) 2

— ou la fonction « dlgr » de Matlab donne directement L en

minimisant le critére
, !
J(u} = lim Py Z (yfyk —I—.u{R.,.uk)

Tf—'»oc 7

=k
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Grenoble INP

ESiSAr )} l , Synthése RST équivalente

« Par dualité on obtient le gain de 1’observateur LQ et on obtient
au final le systeme augmenté

Tha1 B A—-BL{-GC —-BL» Th n G 0 I
Ykl ) 0 1 Zk =1 Ye

U = —( Ll LQ ) ( i:: )
* Que I’on identifie a la synthése de commande RST
TR
U= g¥— g W+H)

* On obtient des lors les polyndomes inconnus T et S par le calcul
du transfert u/y, associ€¢ au systeme ci-dessus et le polynome -R
par le calcul du numeérateur du transfert u/y.
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g ﬁpl ' Commande LQ a pondérations fréquentielles

ﬁ(r) u(t) v(t) .}T(f)
| R p| Systéme : G(s) Q") Lp

e Principe ()

v Xr(1) T y X1(1) Xo(t)

— Modeler le transfert de boucle afin de satisfaire au mieux le
compromis Performance/Robustesse.

 Solution

— Appliquer le principe du théoreme de Parseval

T : (o9
1
. T T * - *
Th—l}io /_T (y Qy +u Ru) dt & o N (;;UMQ(M;;(M +-u(jw)R(j.u,)t.a(jw}) dw
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Grenoble jTl ) Commande LQ a ponde¢rations frequentielles

e On montre que le probleme de synthése LQ a pondération
fréquentielle, peut se ramener a un probleme de synthese LQ
temporel a pondération unitaire.

« Explication:
B 1 o0 ® * )
— Le critere a- f_m (wa}Q(jw)y(jw} + u[jw)Q(jw)“(j'wj) dw

peut se réécrire sous la forme

l I _I. o *1/2 lfg *lXE 1{) _
E . ( Ju}“)ﬂt} “)(Ju (Jw) ) Tu (j%R R(j% j-w}) dw

_ 1/2 _ 1/2
En posant 4= (g(;{w)y(jw} et il = R(;w]-u(jw)
on obtient le critere temporel a pondération unitaire suivant :

ﬁ / Zj{t +u t}) dt
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Grenoble jTl ) Commande LQ a ponde¢rations frequentielles

e Conclusion

— La syntheése se réduit a un probleme de commande LQ a
pondération unitaire

00 o o
Uin o) + U Uy ) dt
/0 ( ()Y(t) (t) (f))
— sous la contrainte du systéme augmenté: G (p) = 2 Epi =R G QL
u(p
0 m — y
‘.‘7 K(p) G(p) t—
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Grenoble j)"l ) Commande LQ a ponde¢rations frequentielles

o Le systéme augmenté Gy = L% _ ROPG () QY

u(p) ?)
peut etre décomposé selon la représentation d’¢€tat suivante :

—1/2 i‘R = _-42;1‘3 — Bgﬁ ~1/2 0 i‘Q = _-4_3;17Q + Bgy
R . = —~ _ Q( ) - T = (' . ,
(p) u= Coxyg + Dot P y = Csrg + D3y
. i1 = Ay + Biu
G(p) —{ ! | _1 1 !
y = U111

ou les pré et post filtres R-12 et Q2 prennent généralement la
forme suivante

R o Q"
kr E ko !
i 1/to
! > ' i >
1/t w 1/107q ! W
ko/10 F=—=————— o2 :
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esiser | } 1) Commande LQ a ponderations fréequentielles

« Le pré filtre R-1?(s) permet une décroissance plus rapide hors de
la bande passante du systéme et donc une amélioration de la
Robustesse.

« Le post filtre Q!?(s) permet un accroissement de la pente dans la
bande passante du systeme (augmentation du gain en basse
fréquence) et donc une amélioration des performances.

 Exemple :
—  Poser R-12(s) =k/(p+1) et Q2(s) =(p+1)/p donne un transfert
(%yw =, intégrateur dont le paramétre k permet d’ajuster la
bande passante et le compromis P/R.
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Grenoble INP

esisAr , ) I Exemple : Etude de cas

e Transmission ¢lastique composée de 3 poulies

*  On consideére un systeme de transmission élastique composé de 3 poulies reliées par
deux courroies métalliques comportant chacune deux ressorts. Le probleme de
commande considéré est celui de I’asservissement en position de la troisieme poulie a
partir de la position de la premicre poulie.

 Pour la synthese du régulateur, un modele du systeme nominal a vide obtenu par
identification est donné par le transfert suivant

—3.4345% + 9244 352 — 1.021es + 1.753¢5

G(s)=
(5) st 4+ 92.4118% 4+ 126052 + 12965 + 1.647¢5

* Ce systeme est suppos€ soumis a une référence y, ¢ et a une perturbation en sortie dy.
On propose de comparer les performances d’un régulateur LQG sans pondération
fréquentielle et d’un régulateur LQG a pondération fréquentiel incluant un intégrateur
dans la boucle.
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esisAr , ) I Exemple : Etude de cas

« Reégulateur LOG sans pondération fréquentielle, donc a
pondérations fixes O, = C'C et R. = 1 pour le régulateur optimal
LQ etavec Q,=BBletR,=1

 Sous matlab :

Y%Procédé

G=tf([-3.434 244.3 -1.021e4 1.753¢5], [1 2.411 1260 1296 1.647¢5]);
[numG,denG|=tfdata(G,v");

Y%represensation d’état

[A,B,C,D]=tf2ss(num@G,denG) ;

Y%regulateur 1 sans ponderation fréquentielle
[KcR1,Scl.Ecl|=lqr(A,B,C*C,1);

% Observateur 1 sans ponderation ponderation fréquentielle
[KoR1,S01,Eol]=lqr(A”,C",B*B".1);

KoR1=KoR1";

08/09/2017 Auteur: Damien Koenig 29/96


http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/

|
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esisAr , ) 1) Régulateur LOG sans pondération fréquentielle

* Ilreste a déduire K(s)  «we,

Ou la fonction reg retourne directement K(s) |Ar,Br,Cr,Dr| = reg(A,B,C,D,KcR1,KoR1);
[numK,denK]=ss2tf(Ar,Br,Cr,Dr) ;
K =tf(numK,denK):

On en déduit directement le tracé des fonctions usuelles  Yosensibilité complementaire T=I-S
T1=feedback(series(K_,G).1);
Ysensibilité
S1=feedback(L series(K_,G));
Yocontroller*sensitivity
KS1=series(K_,S1);
Yplant *sensitivity

GS1=series(G,S1);
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EsisAr , ) l

* On se propose d’ajouter un effet intégrateur avec 1’aide des pré

' Régulateur LOG avec pondération frequentielle

et post filtres R-12(s) et QV2(s) .

08/09/2017

%Systeme augmenté

k=1; %permet de jouer sur la Bande Passante
GI=tf([k].[1 0]) ; Yintegrateur

Ga=series(G,GI) ; %systéme augmenté
[numG,denG|=tfdata(G,v’);
[A,B,C,D]=tf2ss(numG,denG) ;
[numGI,denGI|=tfdata(GLv');

% Representation d’état du sys augmenté Ga
|[AGLBGLCGLDGI|=tf2ss(numGILdenGI) ;
Aa=|[A zeros(size(A,1),size(AGIL,2)) :BGI*C AGI]:
Ba=|B ;zeros(size(AGL1),1)| ;

Ca=|DGI*C CGI|;

Da=0;

Auteur: Damien Koenig

91/96


http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/

|
Grenoble INP

esisAr , ) 1) Régulateur LOG avec pondération fréquentielle

Il reste a déterminer par synthese LQ ordinaire le gain du
contrOleur et de 1’observateur sur le systeme augmenté

cR2,5¢2,Ec2|=Ilqr(Aa,Ba,Ca™Ca,l) ; /oregulateur
KcR2,S¢2,Ec2|=lqr(Aa,Ba,Ca’*Ca,1) ; %regul

|[KoR2,502,E02|=lqr(Aa’,Ca’,Ba*Ba’,1) ; %Observateur
KoR2=KoR2';

On en deduit le régulateur K(s)

|Ar2,Br2,Cr2,Dr2| = reg(Aa,Ba,Ca,Da,KcR2,KoR2);
[numK3,denK3|=ss2tf(Ar2,Br2,Cr2,Dr2);
K3=tf(numK3,denK3)

Que I’on augmente de 1’effet intégrateur k/p

K3a=series(K3,GI) ; %Correcteur augmenté de l'integrateur
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e C(CalculdeSetT

e Traces

08/09/2017

S3=feedback(1,series(K3a,3)) ;
T3=feedback(series(K3a,G),1);
[MAG,PHASE] = bode(S3)
ModuleMargeS3=inv(max(MAG))

figure(3)

subplot(2,2,1), sigma(S3,{WMIN,WMAX});
legend(’Sensitivity functions : S3’);

subplot(2,2,2), sigma(T3,{WMIN,WMAX}):
legend(’Complementary sensitivity functions : T3);
subplot(2,2,3), sigma(series(G,S3),{ WMIN,WMAX}):
legend ("Plant*sensitivity : G*S3’);

subplot(2,2,4), sigma(series(K3a,93), { WMIN,WMAX});
legend(’Controler*sensitivity :=K3a*S3’) ;
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 Modules des transferts S, SK, SG et T avec le régulateur 1 (sans
pondérations)

08/09/2017

j

Singular Values (dB)
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Complementary sensitivity functions: T1 ‘
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 Modules des transferts S, SK, SG et T avec le régulateur 2 (avec
pondérations fréquentielles de type intégrateur)

Sensitivity functions: S3 ‘ ‘

=

Complementary sensitivity functions: T3

. 20 . 0 —
% % \Jﬂ'
8 B \
= Or T = =50 \/\ 1
(] (]
= = '
] ] '
&> -20| | & -100}
= =
(73] @D
-40 > '0 2 -150 — '0 .
10 10 10 10 © 10 10°
Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
Shocndoslabaos Controler*sensitivity :=K3a*S3 ‘
Plant*sensitivity : G*S3 ‘
. 40 z . 0 —
o0 o0
= = oot
2 20t j 2 \
= \ = 40
@ | © — - \ i
s O ——"\ ] E ~
=S \ = —60 \
2 2
» 200 | @ -80+
-40 - '0 , =100 — '0 .
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Frequency (rad/sec) Frequency (rad/sec)
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e ﬁpl ' Conclusion

* Synthese LQ (norme H,)
— Reégulateur (robustesse MG oo, MM > 1, MP > 60°)
— Observateur

« Extension
— Synthese LQG
— Syntheése LTR

(On souhaite que le transfert de boucle avec observateur tend asymptotique vers le
transfert de boucle sans observateur, afin de conserver les propriétés de robustesse)

— Synthese LQG a pondération fréquentielle

— (Permet de modeler « loop schape » le transfert de boucle pour obtenir un bon
compromis P/R)

e Perspective : Commande robuste a synthese Hoo

08/09/2017 Auteur: Damien Koenig 96/96


http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/
http://koenig-damien.jimdo.com/

|
Grenoble INP

EsisAr ,) l , Synthése

 Régulateur LQ :
—  Critere cas discret

e 1
- = ) ,T i o ; T I ,T iy
min E 5 E [i-;; Qrxr + Uy Rk-i‘.f-;,;} . leprf.le
k=0

—  Sous ta contrainte
rpy1 = Apxp + Brug
U = Cray

—  Critere cas continu

i 1
J ()= 5] (1{@.‘;} — 'U;Rﬁ{-t) dt + 5:1?% Pr.xp,

—  Sous la contrainte
7 — Ar- B
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* Résolution du probleme LQ :
— Critere cas discret
P, = Qi + AT Py 1 Ap — AT Poy1 By (R + BY Pey1Bi) BY Py A
Ly = (Ri+ BEPoy1Br) BLPiyiAy
uy = —Lgxy,
1 T

min .J (u) = E.’I‘-D Pyxg
u

Cas général : Trouver u*(x, k) qui maximise I’'Hamiltonien

Hiy = —L( ., uw, k )+ /\}:JFIF( T, W, K )
Ol Tpi1 :F( r, uw, k )
L ( . o, T ) = % (ﬂ_‘?QfI’t - 'U-;I'_Rf'u-t)
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Equations canonique de Hamilton : cas discret

Conditions au premier ordre :

Beadt 0Hp 41
TR =
OAR41
0H k41
)\k’. — -
0T}
e : A oF
avec la condition terminale Ay, = —a7, Pr;.

La maximisation de H conduit & la commande optimale :

(5H;;+1

. =11
Ot

a
Up=1uj

2% 8% H,,
avec la condition au second ordre : &;‘Jl <0
ke

1. Pour Ty — oo (t; non specifié), u = u*, A = A", = z* I'Hamiltonien associé est nul pour
tous 7.

H(I*. u*, /\*):[}, Tf—.\.'x,
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Equations canoniques de Hamilton : cas continu
Les conditions d’optimalité s'expriment simplement par les équations canoniques de Hamilton

et le principe du maximum, i.e.,
Conditions au premier ordre :

, 0H
r = —==
O\
- 0H
A= —
0T
avec la condition terminale M. = —-1?% PTf.

La maximisation de H conduit & la commande optimale :

OH
U

U=1U*

I
=

2 2
avec la condition au second ordre : % <0
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